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基于浮动映射拓扑优化的结构应力最小化设计
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摘要： 以全局 Ｍｉｓｅｓ应力水平最小化为设计目标，通过引入应力凝聚函数解决应力局部化问题，基于

浮动映射拓扑优化（ ｆｌｏａｔｉｎｇ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｔｏｐｏｌｏｇｙ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ＦＰＴＯ）方法，并采用应力松弛技术克服单

元应力奇异现象，实现结构全局应力最小化设计。 数值算例结果显示，经过应力最小化设计，结构的

峰值应力可以降低 ２５．３２％～３６．４９％，而柔度仅增加了 ２．２０％ ～ ５．８７％，验证了该文提出的应力设计方

法的有效性。
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　 　 拓扑优化研究大多致力于以最小化结构柔度

为目标的刚度设计。 为避免结构发生断裂、疲劳

和塑性变形等破坏，可以考虑最小化结构应力的

拓扑优化设计。 对于应力计算的奇异性和局部

性，国内外学者提出了一些有效的解决办法。
针对应力奇异问题，Ｌｅ 等［１］ 提出一种类似

ＳＩＭＰ 的应力松弛插值方案，通过生成平滑可行的

设计空间解决应力奇异问题；龙凯等［２］基于 ＩＣＭ
方法，采用幂指数惩罚模型消除应力约束的奇异

性以解决应力约束拓扑优化问题；Ｘｉａ 等［３］利用
ＢＥＳＯ方法的离散性避免了众所周知存在于连续

变密度法的“奇点”问题，进行应力最小化设计。
在处理应力局部性方面，Ｈａｎ 等［４］提出利用

Ｐ 范数凝聚函数将局部应力全局化；Ｊｉａｎｇ 等［５］基

于参数化水平集方法，建立了应力最小化和应力

约束问题的数学模型，将 Ｐ 范数函数作为两个问

题的应力聚合函数，对于应力约束问题，采用自适

应缩放约束法测量结构中的最大应力；王超等［６］

基于改进的 ＳＩＭＰ 方法，引入基于 Ｐ 范数的全局

应力评估策略，建立了材料体积和连通性约束下

的结构应力最小化拓扑优化模型。
不同于其它拓扑优化方法，Ｈｕａｎｇ［８ ］提出的
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浮动映射拓扑优化（ＦＰＴＯ）方法，采用线性材料

插值模型，通过对材料密度逐步施加映射约束，最
终得到边界清晰的结构拓扑，收敛精度更高。 本

文采用 Ｐ 范数凝聚应力来评价结构全局应力，基
于 ＦＰＴＯ 方法构建应力拓扑优化模型，进一步开

展结构应力最小化设计研究。 对比传统刚度设

计，二维和三维数值算例均得以实现。

１　 应力优化问题分析

１．１　 全局应力度量

相对于结构刚度及模态设计，应力优化存在

局部属性问题，即应力是场量，优化过程中应力极

值位置始终在变化，具有强烈的非线性。 本文采

用 Ｐ 范数（ｐ⁃ｎｏｒｍ，ＰＮ）凝聚应力来评价结构的全

局应力水平。

σＰＮ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
σｐ
ｖｍ，ｉ( )

１
ｐ （１）

式中，σＰＮ为结构的凝聚应力，ＭＰａ；σｖｍ，ｉ为第 ｉ 个
单元质心的 Ｍｉｓｅｓ应力，ＭＰａ；ｐ 为应力范数值，取
值大小自定义。 由式（１）可看出，当 ｐ 趋于无穷

大时，σＰＮ接近结构的最大 Ｍｉｓｅｓ 应力。 但是较大

的 ｐ 值将导致凝聚函数的非线性，引起迭代过程

的振荡及收敛困难，不利于优化问题的高效稳健

求解。 对于应力最小化目标，Ｐ 范数凝聚函数只

需要捕捉最大应力的变化趋势，而不是实际的最

大应力值。 应力范数 ｐ 的选择需要在足够光滑和

精确近似之间权衡，以确定较为合理的值，一般取

值为 ４～８。 Ｍｉｓｅｓ应力 σｖｍ，ｉ通过式（２）计算。

σｖｍ，ｉ ＝［（σｘ，ｉ） ２＋（σｙ，ｉ） ２－σｘ，ｉσｙ，ｉ＋３（τｘｙ，ｉ） ２］
１
２

（２）
式中，对于第 ｉ 个单元，σｘ，ｉ为 ｘ 方向正应力，ＭＰａ；
σｙ，ｉ为 ｙ 方向正应力，ＭＰａ； τｘｙ，ｉ 为 ｘｙ 平面切应

力，ＭＰａ。
１．２　 应力奇异问题分析

在拓扑优化过程中，材料的删除通过减小单

元设计变量 ｘｉ 来实现。 假设 ｘｉ 减小为 αｘｉ 时（０＜
α＜１），在线性材料插值模型下，该单元的材料弹

性矩阵 Ｄ 为：
Ｄ（αｘｉ）＝ αＤ（ｘｉ） （３）

在外部载荷不变的情况下，单元位移 Ｕｉ 将增

大为：
Ｕｉ（αｘｉ）＝ α

－１Ｕｉ（ｘｉ） （４）
结合式（３）（４），此时的单元应力变为：

σｉ（αｘｉ）＝ Ｄ（αｘｉ）ＢＵｉ（αｘｉ）＝
αＤ（ｘｉ）Ｂα

－１Ｕｉ（ｘｉ）＝ σｉ（ｘｉ） （５）
式中，Ｂ 为应变－位移矩阵。

从式（５）可看出，随着材料的逐渐减少，单元

应力的大小并未发生改变，在设计变量 ｘｉ 趋于 ０
时，单元应力也依然存在，这一现象就是应力

奇异。
为克服应力奇异问题，本文采用反向惩罚策

略，即用反向惩罚后的应力 σｉ 代替实际应力：
σｉ ＝ ｘｑ

ｉＤ０ＢＵｉ （６）
式中，Ｄ０ 为实体单元的弹性矩阵；ｑ 为松弛因子

或反向惩罚因子，取 ０．５。
从式（６）可看出，当 ｘｉ ＝ １ 时，该式即为实体

单元的应力；当 ｘｉ ＝ ０ 时，代表空单元，应力值为

０；当 ０＜ｘｉ ＜１ 时，应力较实际应力（ ｘｉＤ０ＢＵｉ ）偏
大。 对于应力最小化问题，此应力惩罚策略将使

优化向减少中间材料方向发展，有利于拓扑的形

成和收敛。

２　 浮动映射拓扑优化（ＦＰＴＯ）方法

２．１　 拓扑优化模型

基于 ＦＰＴＯ方法，建立以凝聚的 Ｐ 范数应力

最小化为目标，以结构体积分数为约束的结构拓

扑优化模型为：
ｆｉｎｄ：ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ｝

ｍｉｎ：σＰＮ
ｓ．ｔ．Ｋ（ｘｉ）Ｕ＝Ｆ

Ｖ ＝
∑ｘｉＶｉ

∑Ｖｉ

≤ Ｖ∗

ｘｉ ＝ １　 　 　 　 ｗｈｅｎ ｘｉ ∈ Ω１
ｘｉ ＝ ｘｍｉｎ ｗｈｅｎ ｘｉ ∈ Ω０
ｘｍｉｎ ＜ ｘｉ ＜ １ ｗｈｅｎ ｘｉ ∈ ∂Ω

ì

î

í

ï
ï

ïï

；ｉ ＝ １，２，…，Ｎ

（７）
式中，ｘｉ 取值范围为［ ｘｍｉｎ，１］，为避免矩阵奇异，
设 ｘｍｉｎ ＝ ０．００１；Ω０ 和 Ω１ 分别为空材料和实体；
∂Ω为实体和空心之间的边界；Ｆ 为外载荷，Ｎ；Ｋ
为刚度矩阵；Ｕ 为节点位移矢量，ｍｍ；Ｎ 为结构单

元总个数；Ｖｉ 为单元 ｉ 的体积；Ｖ 和 Ｖ∗分别为材

料体积分数及其约束值。
２．２　 材料插值模型及灵敏度分析

在 ＦＰＴＯ 方法中使用无惩罚的材料插值

模型：

８８３
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Ｅ（ｘｉ）＝ ｘｉＥ０， ｘｉ∈［ｘｍｉｎ，１］ （８）
根据应力优化问题式（７），引入材料体积约

束对应的拉格朗日乘子 Λ，式（７）的极值条件可

建立为：

∂ｆ
∂ｘｉ
＝
∂σＰＮ
∂ｘｉ
＋Λ ∂Ｖ
∂ｘｉ
＝ ０ （９）

式中，材料体积分数 Ｖ 的灵敏度为：

∂Ｖ
∂ｘｉ

＝
Ｖｉ

∑Ｖｉ

（１０）

Ｐ 范数凝聚应力 σＰＮ对设计变量 ｘｉ 的偏导

数，可由链式求导法则计算：
∂σ ＰＮ
∂ｘｉ

＝∑
Ｎ

ｉ ＝ １

∂σ ＰＮ
∂σ ｖｍ，ｉ

∂σ ｖｍ，ｉ
∂σｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ ∂σｉ

∂ｘｉ
（１１）

式中，
∂σＰＮ
∂σｖｍ，ｉ

＝（σＰＮ） １
－ｐ·（σｖｍ，ｉ） ｐ－１ （１２）

∂σｖｍ，ｉ
∂σｉ

＝（σｖｍ，ｉ）
－１Ａσｉ （１３）

式中，Ａ 为应力系数矩阵，Ａ＝［１，－０．５，０；－０．５，１，
０；０，０，３］。

相应地，根据式（６）可得：
∂σｉ

∂ｘｉ
＝ ｑｘｑ－１

ｉ Ｄ０ＢＵｉ＋ｘｑ
ｉＤ０ＢＬ ｉ

∂Ｕ
∂ｘｉ

（１４）

式中，Ｌ ｉ 为索引矩阵。
式（１４）中的隐式项∂Ｕ ／ ∂ｘｉ 可通过结构平衡

方程得到：
∂Ｕ
∂ｘｉ
＝Ｋ－１∂Ｋ

∂ｘｉ
Ｕ （１５）

将式（１４）（１５）代入式（１１），整理可得：
∂σ ＰＮ
∂ｘｉ

＝∑
Ｎ

ｉ ＝ １

ｑ
ｘｉ

∂σ ＰＮ
σ ｖｍ，ｉ

∂σ ｖｍ，ｉ
∂σｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

σ ｉ － λ Ｔ ∂Ｋ
∂ｘｉ

Ｕ

（１６）
式中，伴随向量 λ 为下列伴随方程的解。

Ｋλ ＝∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ） ｑ ∂σ ＰＮ

σ ｖｍ，ｉ
（Ｄ０ＢＬ ｉ） Ｔ

∂σ ｖｍ，ｉ
∂σｉ

（１７）

得到目标函数和约束的灵敏度信息后，即可

通过最优性准则（ＯＣ）来更新设计变量。 为了避

免棋盘格等数值不稳定现象，更新后的设计变量

仍需要进行滤波处理，滤波过程可参考文献［９］。
２．３　 浮动映射约束与边界光滑

采用无惩罚的材料插值模型式（８），可以避

免因问题改变而重新构造材料插值形式的问题，
但要实现单元设计变量的 ０ ／ １ 化设计，需要对其

施加 ０ ／ １约束。 在 ＦＰＴＯ 算法中，此约束是通过

Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ映射函数实现，即：

ｘｋ
ｉ ＝
ｔａｎｈ（β·ｔｈ）＋ｔａｎｈ［β（ｘｉ－ｔｈ）］
ｔａｎｈ（β·ｔｈ）＋ｔａｎｈ［β（１－ｔｈ）］

（１８）

式中，上标 ｋ 表示当前迭代次数；ｔｈ 为映射阈值，
可通过确保映射前后材料体积不变来确定；β＞０
为映射参数，用来调控映射函数的陡峭程度。 为

确保优化结果收敛，通常在映射后对设计变量施

加移动限制，ｘｍｉｎ≤ｘｋ
ｉ（１－δ）≤ｘｋ

ｉ≤ｘｋ
ｉ（１＋δ）≤１，取

δ＝ ０．０２。
为得到具有光滑边界的拓扑构型，将单元变

量 ｘｋ
ｉ 线性插值到整个设计域，得到任意一点（ ｓ，

ｔ）处的密度值 ｖ（ ｓ， ｔ），而后构造水平集函数：

φ（ ｓ，ｔ）＝ ｖ（ ｓ，ｔ）－ｔｈ
＞０， （ ｓ，ｔ）∈Ω１
＝ ０， （ ｓ，ｔ）∈∂Ω
＜０， （ ｓ，ｔ）∈Ω０

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１９）

由水平集函数确定的结构拓扑具有光滑的

边界，利于后续的制造加工。 但在得到清晰的

拓扑结构之前，式（１９）确定的光滑拓扑与 ｘｋ
ｉ 确

定的单元拓扑存在偏差。 将此偏差定义为拓扑

误差 τ：

τ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｋ

ｉ － ｖｋｉ ） ２ （２０）

式中，ｖｋｉ 为光滑结构的单元设计变量，由单元内

细化变量 ｖ（ ｓ， ｔ）体积加权得到。 在优化过程中，
根据式（２０）控制 β 的更新，当误差 τ 小于给定值

时，即可认为边界清晰、光滑的拓扑已得到，β 停

止增加。

３　 算例分析

通过二维和三维经典数值算例，验证所提出

的结构应力最小化方法。 算例的属性参数均定义

为：材料弹性模量 Ｅ ＝ １１０ ＧＰａ，泊松比 ｖ ＝ ０．３４２，
优化迭代过程中的过滤半径 ｒｍｉｎ ＝ ３ ｍｍ，映射参

数增量 Δβ＝ １。 拓扑设计结果和应力分布分别以

灰度图（白色为空单元，黑色为实单元）和彩色图

（蓝色为低应力，红色为高应力）表示。
３．１　 实例 １

悬臂梁的设计域及边界条件如图 １（ａ）所示，
示意图中边长 ａ＝２００ ｍｍ，ｂ ＝１００ ｍｍ，采用四节点
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的正方形网格划分优化设计域，其尺寸为１ ｍｍ×
１ ｍｍ。 固定悬臂梁左边界水平和竖直方向的自

由度，右端边界中间位置施加方向竖直向下的外

载荷 Ｆ，为防止载荷施加单元的应力集中，该载荷

被均匀分配给相邻的 ７ 个有限元节点，每个节点

载荷大小为 １００ Ｎ。 体积约束值 Ｖ∗ ＝ ４０％。
计算传统的 刚 度 最 大 化 设 计 （图 １ （ ｂ）

（ｃ）），作为对比验证以应力最小化为目标的强

度设计（图 １（ｄ）（ｅ））。 比较两种优化设计方法

得到的拓扑构型发现，刚度设计得到的结构存

在较多细杆，而强度优化设计结构杆件较少且

比较粗。 从应力分布图可以看出，应力优化设

计结构杆件大部分区域颜色更亮，表明结构应

力分布均匀，较刚度设计没有明显的应力集中

现象。 强度优化设计得到的拓扑结果更符合工

程实际应用。

图 １　 悬臂梁结构刚度设计和应力最小化设计比较

Ｆｉｇ．１　 Ｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ⁃ｏｒｉｅｎｔｅｄ ｄｅｓｉｇｎ ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓ ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ

　 　 对比发现，强度设计的结构柔度比刚度设计

增大了 ５．８７％，强度优化设计结构的最大 Ｍｉｓｅｓ
应力比刚度设计降低了 ３１．１０％。 与传统的刚度

优化设计相比，所提出的强度优化设计方法，在结

构柔度增加不大的情况下，最大 Ｍｉｓｅｓ 应力水平

有明显的减小。 图 ２ 为悬臂梁应力优化收敛曲

线，从图中可以看出，凝聚应力和最大应力先快速

下降，由于映射参数的逐渐增大而略微上升，最后

平稳收敛。

图 ２　 悬臂梁应力优化收敛曲线

Ｆｉｇ．２　 Ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｓｔｒｅｓｓ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅ

３．２　 实例 ２
Ｌ型梁是应力拓扑优化设计问题中的典型算

例，在 Ｌ型梁的内拐点处由于尖角的存在，会在

此出现应力集中现象。 Ｌ型梁的设计域及边界条

件如图 ３（ａ）所示，示意图中边长 ａ ＝ １２０ ｍｍ，网
格尺寸为 １ ｍｍ×１ ｍｍ，则设计域中网格数为１２０×
１２０个，去除设计域中右上位置尺寸为 ０．６×ａ ＝ ７２
ｍｍ的正方形区域。 固定 Ｌ 型梁上边界水平和竖

直方向的自由度，右端边界中间位置施加方向竖

直向下的外载荷 Ｆ，为防止载荷施加单元的应力

集中，该外载荷被均匀分配给相邻的 ７ 个有限元

节点，每个节点载荷大小为 ２０ Ｎ。 体积约束值

Ｖ∗ ＝ ４０％。
同样地，将传统刚度优化设计（图 ３（ｂ）（ｃ））

和强度设计（图 ３（ｄ）（ｅ））的拓扑结构图、应力分

布结果图、柔度值以及最大 Ｍｉｓｅｓ 应力值依次列

出。 对比其拓扑结构图发现，两种优化设计方法

得到的拓扑构型在内拐角应力集中处有明显变

化，如图 ３（ｂ）（ｄ）红圈区域所示。 Ｌ 型梁在内拐

角处强度优化比刚度设计变得更平滑，从而降低

了应力集中现象。
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应力优化设计的结构柔度相对刚度设计增大

了 ４．０９％，最大 Ｍｉｓｅｓ 应力相对刚度设计降低了

３６．４９％。 经过强度优化设计的 Ｌ 型梁结构相对

刚度设计，在柔度值增加不大的情况下，最大

Ｍｉｓｅｓ应力水平得到显著降低。
图 ４为 Ｌ型梁的应力优化收敛曲线，从图中

可看出，本文采用的 Ｐ 范数全局应力评估策略能

较好地捕获最大应力的变化趋势。 由于应力分布

的非线性，迭代过程初期阶段会出现轻微的振荡

现象，随着优化迭代次数的增加，凝聚应力目标函

数和最大 Ｍｉｓｅｓ 应力优化目标都趋于平稳，并最

终达到收敛条件。

图 ３　 Ｌ 型梁结构刚度设计和应力最小化设计比较

Ｆｉｇ．３　 Ｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ⁃ｏｒｉｅｎｔｅｄ ｄｅｓｉｇｎ ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓ ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ Ｌ⁃ｓｈａｐｅｄ ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ

图 ４　 Ｌ 型梁应力优化收敛曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｌ⁃ｓｈａｐｅｄ ｂｅａｍ ｓｔｒｅｓｓ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅ

３．３　 实例 ３
三维 ＭＢＢ梁算例的几何模型及其边界条件

如图 ５（ａ）所示。 该算例模型示意图中边长 ａ＝ ６０
ｍｍ，ｂ＝ ３０ ｍｍ，ｃ＝ １０ ｍｍ，结构由边长为 １ ｍｍ 的

立方体单元网格划分。 三维 ＭＢＢ 梁的两侧下端

节点自由度全部固定，在设计域的底部界面的中

间施加一个方向竖直向下，分布在 ３３个节点上的

均布载荷，每个节点载荷大小为 １００ Ｎ。 体积约束

值 Ｖ∗ ＝ １０％。
将三维 ＭＢＢ梁的刚度设计（图 ５（ｂ）（ｃ））和

强度设计（图 ５（ｄ） （ ｅ））的拓扑结果依次列出。
对比两种目标方法的拓扑结构图和应力分布图发

现，刚度设计的拓扑结构分成两层，两端边界支撑

处的材料分布较少，在 ４ 个边角处的应力集中较

明显；强度设计的拓扑结构为一个整体的粗杆件，
更符合实际的工程制造，两端边界支撑处有更多

的材料分布，应力水平较低。
对比发现，强度优化设计的结构柔度值相对

刚度设计增大了 ２．２０％，强度优化设计结构的最

大 Ｍｉｓｅｓ应力值相对刚度设计降低了 ２５． ３２％。
表明所提出的强度优化设计方法扩展到三维同样

适用。
图 ６为 ＭＢＢ梁的应力优化收敛曲线，从图中

可以看出，凝聚应力目标函数和最大 Ｍｉｓｅｓ 应力

优化目标的变化趋势相同，都是先减小后稍微增

大，最终趋于平稳。 同时表明了所提出的优化方

法对于三维问题的收敛稳定性。

１９３
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图 ５　 ＭＢＢ 梁结构刚度设计和应力最小化设计比较

Ｆｉｇ．５　 Ｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ⁃ｏｒｉｅｎｔｅｄ ｄｅｓｉｇｎ ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓ ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ ＭＢＢ ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ

图 ６　 ＭＢＢ 梁应力优化收敛曲线

Ｆｉｇ．６　 ＭＢＢ ｂｅａｍ ｓｔｒｅｓｓ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅ

４　 结论

１）采用 Ｐ 范数凝聚函数将局部应力全局化，
采用应力松弛技术避免应力奇异问题，是实现结
构应力最小化的关键。

２）传统刚度优化设计，无法避免应力集中，
而应力最小化设计可以有效降低结构的应力集
中，实现结构近似等应力设计。

３）应力最小化设计有效降低应力峰值的同
时，结构柔度会有略微上升。 二维和三维数值算
例结果表明，相较于刚度设计，柔度仅增加
２．２０％～５．８７％，而应力降低了 ２５．３２％～３６．４９％。
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