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摘要： 在考虑二阶滑移边界的影响下，对多孔介质中垂直拉伸板引起的分数阶 Ｍａｘｗｅｌｌ纳米流体流动

与热传递特性开展分析研究。 利用分数阶剪切应力和分数阶 Ｃａｔｔａｎｅｏ热通量模型构建二维边界层控

制方程，采用有限差分和 Ｌ１算法进行数值求解。 对不同物理参数下的速度、温度、平均表面摩擦系数

和平均 Ｎｕｓｓｅｌｔ数的变化趋势进行图形化分析。 研究结果表明，牛顿流体的流动性能和热传递优于粘

弹性流体；速度分数阶导数参数和温度松弛时间会恶化对流和热传递，而温度分数阶导数参数和速度

松弛时间则促进对流和热传递；滑移参数降低了流体初始速度，一阶滑移参数对流动和热传递的影响

大于二阶滑移参数；流动和热传递对各物理参数的敏感度随该物理参数的增大而下降。
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　 　 热系统的传热性能不仅影响产品的生产

率，还影响生产成本。 研究者们探寻各种创新

方法提高热系统的传热性能，如采用多孔介质

提高热系统的冷却效率，提出“纳米流体”新型

导热介质等。 多孔介质是包含许多孔隙的固体

基质，如陶瓷（如碳化硅、氧化锆和硅酸盐）、金
属泡沫、多孔吸附材料（如活性炭、碳纳米管）和
多孔塑料（如聚氨酯、聚丙烯、聚酰胺）等，由于

其传热面积大、传热性能好被广泛用于各种传

热系统中，已是公认的提高热系统冷却效率的

方法之一［１］ 。 “纳米流体”的概念由 Ｃｈｏｉ 和
Ｅａｓｔｍａｎ［２］首次提出，其导热系数比水、油、乙二

醇溶液等传统工作介质高，可满足高温系统的

冷却要求。 “纳米流体”是通过在基础传热流体

中添加金属纳米颗粒进行制备，采用的基液通

常是粘弹性流体［３］ 。
大多数粘弹性流体流动会产生壁面滑移，特

别是非线性滑移。 粘弹性纳米流体的研究过程通

常采用整数阶模型，或者忽略了滑移边界，从而导

致研究数据与实际不吻合。 与整数阶动态系统相

比，分数阶微分方程可以方便地对复杂系统进行

建模，并能准确地定义某些参数的物理意义［４］。
其中时间分数阶导数算子可以反映传输过程的记

忆特性，而空间分数阶导数算子可以描述流动过

程中的非局部特性。 为了更准确描述粘弹性流体

的流动及其传热特性，本课题引入 Ｃａｐｕｔｏ 时间分

数阶导数，同时考虑二阶滑移边界条件，探索分数

阶 Ｍａｘｗｅｌｌ纳米流体在多孔介质垂直拉伸板上的

流动与热传递。

１　 数学模型

考虑多孔介质中二维垂直拉伸板上的非定常

分数阶 Ｍａｘｗｅｌｌ 纳米流体流动与传热，其物理模

型如图 １所示。
在笛卡尔坐标系中，令 ｘ 轴平行于拉伸板，而

ｙ 轴垂直于拉伸板。 沿 ｘ 轴和 ｙ 轴的速度分量分

别为 ｕ 和 ｖ。 垂直板以 ｕｗ ＝ａｘ 的速度拉伸，其中 ａ
为正常数。 拉伸板温度为 Ｔｗ，无穷远处温度为

Ｔ∞ ，纳米流体在拉伸板表面流动时存在壁面滑移

现象，且满足对流换热边界条件。 在上述假设下，
边界层控制方程如下：

图 １　 模型示意图

Ｆｉｇ．１　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ
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式中，Ｓｘｙ为剪切应力，Ｒ 为多孔介质中固体基质

产生的 Ｄａｒｃｙ阻力，ｑ 为热通量。
初始条件和边界条件：

ｔ＝ ０：ｕ＝ ｖ＝ ０，Ｔ＝Ｔ∞ ，ｘ≥０；
ｔ＞０：ｕ＝ ０，Ｔ＝Ｔ∞ ，ｘ＝ ０；
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式中，ｋｎｆ为纳米流体热导率，ｈ 为对流换热系数，
二阶滑移速度［５］为：
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式中， Ｋｎ 为 Ｋｎｕｄｓｅｎ 数， ｌ ＝ ｍｉｎ ｛ １ ／ Ｋｎ， １ ｝，
φ（０≤φ≤１）是动量适应系数，λ 是分子平均自由

程， ０≤ｌ≤１，ａ１＞０， ａ２＞０。
分数阶 Ｍａｘｗｅｌｌ 纳米流体剪切应力 Ｓｘｙ 本构

方程为［６］：

（１＋λα
１Ｄα

ｔ ）Ｓｘｙ ＝μｎｆ
∂ｕ
∂ｙ

（５）

式中，λ１ 为速度松弛时间， α（０≤α≤１） 为速度

分数阶导数参数。 注意，当 α ＝ ０ 时，公式（５）退
化为牛顿纳米流体，而当 α ＝ １ 时，公式（５）退化

４５３
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为广义Ｍａｘｗｅｌｌ纳米流体。 Ｄα
ｔ 是 Ｃａｐｕｔｏ时间分数

阶导数算子，α 阶分数阶导数定义为［７］：

Ｄα
ｔ ｆ（ｔ） ＝

ｄα

ｄｔα
ｆ（ｔ） ＝ １

Γ（１ － α）∫
ｔ

０
（ｔ － η） －α ∂ｆ（η）

∂η
ｄη

（６）
式中，Γ（·）为 Ｇａｍｍａ 函数，Ｄａｒｃｙ 阻力 Ｒ 满足改

进的分数阶 Ｄａｒｃｙ定律［８］：

（１＋λα
１Ｄα

ｔ ）Ｒ＝ －μｎｆ
εｕ
Ｋ

（７）

式中，ε、Ｋ 分别表示多孔介质的孔隙率和渗透率。
将公式（５）（６）和（７）代入公式（２）得：
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∂ｙ２
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ｇ（Ｔ－Ｔ∞ ）－

μｎｆ

ρｎｆ

εｕ
Ｋ
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动力粘度 μ，密度 ρ 和热膨胀系数 β 表达式

如式（９）。

μｎｆ ＝
μｆ

（１－ϕ） ２．５
，ρｎｆ ＝（１－ϕ）ρｆ＋ϕρｐ

（ρβ） ｎｆ ＝（１－ϕ）（ρβ） ｆ＋ϕ（ρβ） ｐ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（９）

式中，下标 ｎｆ， ｆ， ｐ 分别表示纳米流体、基液和纳

米颗粒，ϕ 是纳米颗粒体积分数。
分数阶 Ｃａｔｔａｎｅｏ热通量模型为［９］：

ｑ＋
λγ
２

γ！
∂γｑ
∂ｔγ
＝ －ｋｎｆÑＴ （１０）

式中， λ２为温度松弛时间，γ 为温度分数阶导数

参数，γ！ ＝Γ（１＋γ）。 将公式（１０）代入公式（３），
得能量方程为：
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２
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Ｄγ
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∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｋｎｆ

（ρＣｐ） ｎｆ

∂２Ｔ
∂ｙ２

（１１）
热导率 ｋ 和热容（ρＣｐ）表达式为：
ｋｎｆ

ｋｆ
＝
（ｋｐ＋２ｋｆ）－２ϕ（ｋｆ－ｋｐ）
（ｋｐ＋２ｋｆ）＋ϕ（ｋｆ－ｋｐ）

（ρＣｐ） ｎｆ ＝（１－ϕ）（ρＣｐ） ｆ＋ϕ（ρＣｐ） ｐ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１２）

本课题选择的纳米流体可由 Ｃｕ 纳米颗粒均

匀分散在粘弹性表面活性剂溶液、十六烷基三甲

基氯化铵（ＣＴＡＣ）和水杨酸钠（ＮａＳａｌ）水溶液中

制备而成。 ＣＴＡＣ ／ ＮａＳａｌ 水溶液和纳米颗粒 Ｃｕ
的热物理特性如表 １所示。

表 １　 ＣＴＡＣ ／ ＮａＳａｌ－ｗａｔｅｒ 和 Ｃｕ 的热物理特性［１０］

Ｔａｂ．１　 Ｔｈｅｒｍｏｐｈｙｓｉｃａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ＣＴＡＣ ／ ＮａＳａｌ⁃ｗａｔｅｒ
ａｎｄ Ｃｕ［１０］

材料
Ｃｐ ／ Ｊ·

ｋｇ－１·Ｋ－１
ρ ／

ｋｇ·ｍ－３
ｋ ／ Ｗ·
ｍ－１·Ｋ－１

β ／
１０－５ Ｋ－１

ＣＴＡＣ ／
ＮａＳａｌ⁃ｗａｔｅｒ

４１７９ ９９７．１ ０．６１３ ２１

Ｃｕ ３８５ ８９３３ ４００ １．６７

引入如下无量纲变量［１１］：

ｘ∗ ＝ ｘ
Ｌ
，ｙ∗ ＝ ｙ

Ｌ
Ｇｒ

１
４ ，ｔ∗ ＝

ｔυｆ

Ｌ２
Ｇｒ

１
２ ，ｕ∗ ＝ｕＬ

υｆ
Ｇｒ－

１
２ ，

ｖ∗ ＝ ｖＬ
υｆ
Ｇｒ－

１
４ ，θ＝

Ｔ－Ｔ∞
Ｔｗ－Ｔ∞

，λ∗１ ＝
λ１υｆ

Ｌ２
Ｇｒ

１
２ ，

λ∗２ ＝
λ２υｆ

Ｌ２
Ｇｒ

１
２ ，υｆ ＝

μｆ

ρｆ
，Ｐｒ＝

υｆ

αｆ
，

αｆ ＝
ｋｆ

（ρＣｐ） ｆ
，Ｄａ＝ Ｋ

Ｌ２
，Ｇｒ＝

ｇβ（Ｔｗ－Ｔ∞ ）Ｌ
３

υ２ｆ
，

Ｅ１ ＝
１

（１－ϕ） ２．５ １－ϕ＋ϕ
ρｐ

ρｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷

，

Ｅ２ ＝
１－ϕ＋ϕ

（ρβ） ｐ

（ρβ） ｆ

１－ϕ＋ϕ
ρｐ

ρｆ

，

Ｈ（ϕ）＝

１－ϕ＋ϕ
（ρＣｐ） ｐ

（ρＣｐ） ｆ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｋｐ＋２ｋｆ＋ϕ（ｋｆ－ｋｐ）
ｋｐ＋２ｋｆ－２ϕ（ｋｆ－ｋｐ）

将上述无量纲变量代入边界层控制方程（１）
（８）（１１），并省略无量纲标志∗得：

∂ｕ
∂ｘ
＋∂ｖ
∂ｙ
＝ ０ （１３）

（１＋λα
１Ｄα

ｔ ）
∂ｕ
∂ｔ
＋ｕ ∂ｕ
∂ｘ
＋ｖ ∂ｕ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

Ｅ１
∂２ｕ
∂ｙ２
＋（１＋λα

１Ｄα
ｔ ）Ｅ２θ－Ｅ１

ε
Ｄａ

Ｇｒ－
１
２ ｕ （１４）

１＋
λγ
２

γ！
Ｄγ

ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷
∂θ
∂ｔ
＋ｕ ∂θ
∂ｘ
＋ｖ ∂θ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

Ｈ（ϕ）Ｐｒ
∂２θ
∂ｙ２
（１５）

式中，υｆ、αｆ 分别为基液的运动粘度和热扩散率，
Ｐｒ 为 Ｐｒａｎｄｔｌ数，Ｇｒ 为 Ｇｒａｓｈｏｆ数，Ｄａ 为 Ｄａｒｃｙ数。
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相应的初始条件和边界条件为：
ｔ＝ ０：ｕ＝ ｖ＝ ０，θ＝ ０，ｘ≥０；
ｔ＞０：ｕ＝ ０，θ＝ ０，ｘ＝ ０；

ｔ＞０，ｙ＝ ０：ｕ＝ ｃ０ｘ＋ｃ１
∂ｕ
∂ｙ
－ｃ２
∂２ｕ
∂ｙ２
，ｖ＝ ０，∂θ

∂ｙ
＝ －τ（１－θ）；

ｔ＞０，ｙ→∞：ｕ→０，θ→０，ｙ→∞

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１６）
式中，τ ＝ ｈＬ ／ （ｋｎｆＧｒ１ ／ ４） 是对流换热参数，ｃ０ ＝ ａＬ，
ｃ１ ＝ａ１υｆＧｒ３ ／ ４ ／ Ｌ２，ｃ２ ＝ａ２υｆＧｒ ／ Ｌ３。

表面摩擦系数和 Ｎｕｓｓｅｌｔ 数是流体流动与传

热研究中两个关键的物理量。 分数阶 Ｍａｘｗｅｌｌ 模
型的平均表面摩擦系数和平均 Ｎｕｓｓｅｌｔ 数分别满

足式（１７）（１８）。

Ｃ ｆ ＋ λα
１
∂α

∂ｔα
Ｃ ｆ ＝

Ｇｒ
３
４

（１ － ϕ） ２．５Ｒｅ２∫
１

０

∂ｕ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｙ ＝ ０
ｄｘ

（１７）

Ｎｕ ＋
λγ
２

γ！
∂γ

∂ｔγ
Ｎｕ ＝ －

ｋｎｆ

ｋｆ
Ｇｒ

１
４ ∫１
０

∂θ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｙ ＝ ０
ｄｘ

（１８）

２　 数值求解

由于分数阶 Ｍａｘｗｅｌｌ 模型中，非线性动量方

程（１４）含有分数阶混合对流项，求解困难，本课

题采用有限差分法，结合 Ｌ１算法求解非线性边界

层控制方程（１３） ～ （１５），其边界条件如公式（１６）
所示。
２．１　 离散格式

定义空间步长 Δｘ ＝ Ｌ ／ Ｍ，Δｙ ＝ Ｙｍａｘ ／ Ｎ，时间步

长 Δｔ。 其中 ｘｉ ＝ ｉΔｘ，ｉ ＝ ０，１，…，Ｍ；ｙ ｊ ＝ ｊΔｙ，ｊ ＝ ０，
１，…，Ｎ； ｔｋ ＝ ｋΔｔ， ｋ ＝ ０，１，…，Ｒ。 ｕｋ

ｉ，ｊ 是 ｕ 在点

（ｘｉ， ｙ ｊ， ｔｋ）处的数值解。 依据 Ｃａｐｕｔｏ 时间分数

阶导数定义，采用 Ｌ１算法对时间分数阶导数进行

离散如下［１２］：
∂α ｆ（ ｔｋ）
∂ｔα

＝ Δｔ －α

Γ（２ － α）
［ ｆ（ ｔｋ） － αｋ－１ ｆ（ ｔ０） －

∑
ｋ－１

ｓ ＝ １
（αｓ－１ － αｓ） ｆ（ ｔｋ－ｓ）］ ＋ Ο（Δｔ２－α） （１９）

式中，αｓ ＝（ ｓ＋１） １
－α－ｓ１－α，ｓ＝ ０，１，…， Ｒ。

公式（１３） ～ （１８）的离散格式详见附录。
２．２　 求解过程

计算区域是一个宽为 ｘｍａｘ ＝ １，长为 ｙｍａｘ ＝ １２
的矩形，ｙｍａｘ对应于 ｙ→∞。 当 ｔ ＝ ０ 时，从边界方

程（３１）可得 ｕ、ｖ 和 θ 的初始值。 在任意时间步长

内，先前时间层的变量都当成常数。 在 ｉ 层的每

个内部节点，迭代方程构成一个三对角线性方程，
可以通过追赶法求解。 当 ｕ、ｖ 和 θ 在所有网格节

点上两个连续时间步长之间的差的绝对值小于

１０－５时，时间层的迭代停止并达到稳定状态。 经

过多次测试，最终确定空间和时间步长为 Δｘ ＝
０．０５、Δｙ＝ ０．１和 Δｔ＝ ０．１。 如图 ２ 所示，所选网格

尺寸的数值解是稳定且收敛的。

（Ｐｒ＝ ６．８５，α＝γ＝λ１ ＝ ０．１，ε＝ ０．０１，λ２ ＝ ０．２， ｃ０ ＝ ｃ１ ＝ ｃ２ ＝ ０，

Ｄａ＝ ０．００１，τ＝ ５０， Ｇｒ＝ １０，Ｒｅ＝ ４，ϕ＝ ０．０６）

图 ２　 网格独立性验证

Ｆｉｇ．２　 Ｇｒｉｄ ｓｉｚｅ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ
为了验证数值结果的准确性，将 ｘｍａｘ ＝１，ｙ＝０处

－∂θ ／ ∂ｙ 的值与之前参考文献中的相似解－θ′（０）进行

比较，结果吻合，如表 ２。 注意 ∂θ ／ ∂ｙ ＝ ∂θ ／ ∂η∙

∂η ／ ∂ｙ＝θ′（０） ／ ２，因此本研究的结果都乘以 ２。

表 ２　 当 λ１ ＝λ２ ＝ϕ＝ｃ０ ＝ｃ１ ＝ｃ２ ＝０ 时，
ｘ＝１，ｙ＝０ 处－∂θ／ ∂ｙ 的值与相似解－θ′（０）比较

Ｔａｂ．２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ －∂θ／ ∂ｙ ｗｈｅｎ ｘ＝１，ｙ＝０ ｗｉｔｈ
－θ′（０） ｆｏｒ λ１ ＝λ２ ＝ϕ＝ｃ０ ＝ｃ１ ＝ｃ２ ＝０

Ｐｒ

－θ′（０）

Ｃｒｅｐｅａｕ ａｎｄ
Ｃｌａｒｋｓｅａｎ［１３］

Ｃｈａｍｋｈａ ａｎｄ
Ｋｈａｌｅｄ［１４］

－ ２∂θ ／ ∂ｙ

Ｐｒｅｓｅｎｔ
ｗｏｒｋ

１ ０．５６７ １ ０．５６４ ６ ０．５６８ ２

１０ １．１６９ ０ １．１７２ ０ １．１７３ １

１００ ２．１９１ ０ ２．１９４ ３ ２．１９５ ２

３　 结果与讨论

根据数值求解结果讨论不同物理参数对流动

和热传递的影响，包括分数阶导数参数、松弛时

间、滑移参数、多孔介质参数和纳米颗粒体积

分数。
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３．１　 分数阶导数参数对流动和热传递的影响

图 ３和图 ４分别体现了速度分数阶导数参数

（α）和温度分数阶导数参数（γ）对流动（以速度

和平均表面摩擦系数为表征）和热传递（以温度

和平均 Ｎｕｓｓｅｌｔ数为表征）的影响。 由图 ３（ ａ）可
知，初始速度随 α 的增大而减小，但在远离壁面

处速度轮廓曲线出现交叉，体现了粘弹性材料对

外力响应的滞后性，动量边界层厚度随 α 的增大

而略微增大。 平均表面摩擦系数绝对值随 α 增

大而增大，见图 ３（ｃ）。 当 α ＝ ０ 时，Ｍａｘｗｅｌｌ 流体

退化为牛顿流体，牛顿流体具有最大的初始速度、
最薄的动量边界层厚度及最小的平均表面摩擦系

数，因此牛顿流体的流动性能最好。 由图 ３（ｂ）可
知，温度及边界层厚度随 α 的增大而增大，而平

均 Ｎｕｓｓｅｌｔ数随 α 的增大而减小，牛顿流体的传热

效率最好。 这可能是因为粘弹性增加了额外的能

量损耗，导致传热效率下降。 此外，相邻两条曲线

的差值随 α 的增大而缩小，说明流动和热传递对

α 的敏感性随 α 增大而下降。
由图 ４（ａ） （ ｂ）可知，速度和温度都是 γ 的

增函数，γ 对温度的影响大于 α（见图 ３（ ｂ）），这
是因为 γ 与热传导直接相关，而 α 与剪切应力

直接相关。 由图 ４（ ｃ）可知，平均表面摩擦系数

绝对值随 γ 增大而减小，而平均 Ｎｕｓｓｅｌｔ 数随 γ
增大而增大，说明 γ 会促进对流和传热。 注意，
平均表面摩擦系数和平均 Ｎｕｓｓｅｌｔ数不再取决于

图 ４（ａ） （ ｂ）的速度梯度和温度梯度，而分别为

速度梯度和温度梯度的复杂函数，见公式（１７）
（１８）。 此外，流动和热传递对 γ 的敏感性随 γ
增大而下降。

（Ｐｒ＝ ６．８５，γ＝λ１ ＝ ０．１，ε＝ ０．０１，λ２ ＝ ０．２， ｃ０ ＝ ０．５，ｃ１ ＝ ０．２，ｃ２ ＝ ０．３，Ｄａ＝ ０．００１，τ＝ ５０，Ｇｒ＝ １０，Ｒｅ＝ ４，ϕ＝ ０．０６）

图 ３　 α对流动和热传递的影响

Ｆｉｇ．３　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ α ｏｎ ｆｌｏｗ ａｎｄ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ

（Ｐｒ＝ ６．８５，α＝λ１ ＝ ０．１，ε＝ ０．０１，λ２ ＝ ０．２， ｃ０ ＝ ０．５，ｃ１ ＝ ０．２， ｃ２ ＝ ０．３，Ｄａ＝ ０．００１，τ＝ ５０，Ｇｒ＝ １０，Ｒｅ＝ ４，ϕ＝ ０．０６）

图 ４　 γ对流动和热传递的影响

Ｆｉｇ．４　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ γ ｏｎ ｆｌｏｗ ａｎｄ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ

３．２　 松弛时间对流动和热传递的影响

图 ５ 和图 ６ 分别揭示了速度松弛时间（λ１）
和温度松弛时间（λ２）对流动和热传递的影响。

对比图 ３和图 ５可知，λ１ 对流动和热传递的影响

趋势正好与 α 相反，但影响程度较小，说明松弛

时间变量 λ１ 促进流体流动，增强热传递，但改变
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λ１ 数值对结果影响不明显。 另外，λ１ 越大，流动

和热传递的变化量越小，说明流动和热传递对 λ１
变化的灵敏度下降。

对比图 ４和图 ６可知，λ２ 对流动和热传递的

影响趋势正好与 γ 相反，但影响程度较小，说明松

弛时间变量 λ２ 小幅抑制对流和热传递。

（Ｐｒ＝ ６．８５，α＝γ＝ ０．１，ε＝ ０．０１，λ２ ＝ ０．２， ｃ０ ＝ ０．５，ｃ１ ＝ ０．２， ｃ２ ＝ ０．３，Ｄａ＝ ０．００１，τ＝ ５０，Ｇｒ＝ １０，Ｒｅ＝ ４，ϕ＝ ０．０６）

图 ５　 λ１ 对流动和热传递的影响

Ｆｉｇ．５　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ λ１ ｏｎ ｆｌｏｗ ａｎｄ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ

（Ｐｒ＝ ６．８５，α＝γ＝λ１ ＝ ０．１，ε＝ ０．０１，ｃ０ ＝ ０．５，ｃ１ ＝ ０．２， ｃ２ ＝ ０．３，Ｄａ＝ ０．００１，τ＝ ５０，Ｇｒ＝ １０，Ｒｅ＝ ４，ϕ＝ ０．０６）

图 ６　 λ２ 对流动和热传递的影响

Ｆｉｇ．６　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ λ２ ｏｎ ｆｌｏｗ ａｎｄ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ

３．３　 滑移参数对流动和热传递的影响

图 ７和图 ８分别揭示了一阶滑移参数（ ｃ１）和
二阶滑移参数（ｃ２）对流动和热传递的影响。 由图

７（ａ）和图 ８（ａ）可知，一二阶滑移参数越大，速度

初始值越小，这是因为流体在壁面处出现了滑移，
使流体速度小于壁面速度。 在远离壁面处，速度

轮廓曲线出现交叉，动量边界层厚度随滑移参数

增大而增大，ｃ１ 对速度的影响大于 ｃ２。 由图 ７（ｃ）
和图 ８（ｃ）可知，ｃ１ 和 ｃ２ 在开始阶段对平均表面

摩擦系数的影响趋势相同，但在 ｔ 约为 ６ 时，对于

不同的 ｃ２，平均表面摩擦系数曲线出现交叉。 说

明一阶滑移参数会促进对流，二阶滑移参数刚开

始促进对流，但在后期会抑制对流。
由图 ７（ｂ）和图 ８（ｂ）可知，温度随滑移参数

的增大而增大，温度受一阶滑移参数的影响更大。
在开始阶段，平均 Ｎｕｓｓｅｌｔ数随滑移参数的增大而

减小，但在 ｔ 约为 ６ 时，对于不同的 ｃ２，平均

Ｎｕｓｓｅｌｔ数曲线也出现交叉。 说明一阶滑移参数

会恶化热传递，二阶滑移参数刚开始抑制热传递，
但在后期阶段会改善热传递。 同样，滑移参数较

大时，对流动和热传递的影响程度下降。
３．４　 多孔介质对流动和热传递的影响

图 ９和图 １０ 分别给出多孔介质物理参数孔

隙率（ε）和 Ｄａｒｃｙ 数（Ｄａ）对流动和热传递的影

响。 对比图 ９和图 １０可知，孔隙率和 Ｄａｒｃｙ 数对

流动及热传递的影响趋势正好相反，这是因为孔

隙率越大，通道横截面增大，流动阻力越大，不利

于流体流动和热传递；而 Ｄａｒｃｙ 数正比于渗透率，
Ｄａ 越大，渗透能力越强，减少固体基质引起的

Ｄａｒｃｙ 阻力，有利于流体流动和热传递。 注意，对
于不同的 ε 和 Ｄａ，平均表面摩擦系数曲线在后期

阶段出现交叉，说明 ε 在开始阶段抑制对流，而后
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期反而会促进对流，而 Ｄａ 的影响正好相反。 此

外，ε 和 Ｄａ 数越大，流动和热传递的变化越不明

显，说明流动和热传递的敏感性下降。

（Ｐｒ＝ ６．８５，α＝γ＝λ１ ＝ ０．１，ε＝ ０．０１，λ２ ＝ ０．２，ｃ０ ＝ ０．５， ｃ２ ＝ ０．３，Ｄａ＝ ０．００１，τ＝ ５０，Ｇｒ＝ １０，Ｒｅ＝ ４，ϕ＝ ０．０６）

图 ７　 ｃ１ 对流动和热传递的影响

Ｆｉｇ．７　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｃ１ ｏｎ ｆｌｏｗ ａｎｄ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ

（Ｐｒ＝ ６．８５，α＝γ＝λ１ ＝ ０．１，ε＝ ０．０１，λ２ ＝ ０．２，ｃ０ ＝ ０．５， ｃ１ ＝ ０．２，Ｄａ＝ ０．００１，τ＝ ５０，Ｇｒ＝ １０，Ｒｅ＝ ４，ϕ＝ ０．０６）

图 ８　 ｃ２ 对流动和热传递的影响

Ｆｉｇ．８　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｃ２ ｏｎ ｆｌｏｗ ａｎｄ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ

（Ｐｒ＝ ６．８５，α＝γ＝λ１ ＝ ０．１，λ２ ＝ ０．２，ｃ０ ＝ ０．５，ｃ１ ＝ ０．２， ｃ２ ＝ ０．３，Ｄａ＝ ０．００１，τ＝ ５０，Ｇｒ＝ １０，Ｒｅ＝ ４，ϕ＝ ０．０６）

图 ９　 ε对流动和热传递的影响

Ｆｉｇ．９　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ε ｏｎ ｆｌｏｗ ａｎｄ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ

３．５　 纳米颗粒体积分数对流动和热传递的影响

图 １１体现了纳米颗粒体积分数（ϕ）对流动

和热传递的影响。 由图 １１（ ａ）可知，对于不同的

ϕ，速度轮廓曲线出现交叉，速度初始值随 ϕ 增大

而下降，而动量边界层厚度随 ϕ 增大而增大。 纯

流体（ϕ＝ ０）的初始速度最大。 这是因为纳米颗

粒的加入会增大流体粘性，进而降低初始速度。
由图 １１（ｃ）可知，平均表面摩擦系数绝对值刚开
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始随 ϕ 增大而增大，但在 ｔ＞２时，平均表面摩擦系

数绝对值随 ϕ 增大而减小，有使流动性能变好的

趋势。 平均 Ｎｕｓｓｅｌｔ数随 ϕ 增大而减小，说明纳米

颗粒体积分数太大反而会降低热传递。

（Ｐｒ＝ ６．８５，α＝γ＝λ１ ＝ ０．１，ε＝ ０．０１，λ２ ＝ ０．２，ｃ０ ＝ ０．５，ｃ１ ＝ ０．２， ｃ２ ＝ ０．３，τ＝ ５０，Ｇｒ＝ １０，Ｒｅ＝ ４，ϕ＝ ０．０６）

图 １０　 Ｄａ 对流动和热传递的影响

Ｆｉｇ．１０　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ Ｄａ ｏｎ ｆｌｏｗ ａｎｄ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ

（Ｐｒ＝ ６．８５，α＝γ＝λ１ ＝ ０．１，ε＝ ０．０１，λ２ ＝ ０．２，ｃ０ ＝ ０．５，ｃ１ ＝ ０．２，ｃ２ ＝ ０．３，Ｄａ＝ ０．００１，τ＝ ５０，Ｇｒ＝ １０，Ｒｅ＝ ４）

图 １１　 ϕ对流动和热传递的影响

Ｆｉｇ．１１　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ϕ ｏｎ ｆｌｏｗ ａｎｄ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ

４　 结论

本课题研究了分数阶 Ｍａｘｗｅｌｌ 纳米流体在垂

直拉伸板上的流动与热传递特性，其中垂直拉伸

板嵌入多孔介质中，同时考虑二阶滑移边界的影

响。 采用有限差分法和 Ｌ１ 算法求解边界层控制

方程，图示并详细分析了不同物理参数对流动和

热传递特性的影响。 主要结论如下：
１）牛顿流体的流动性能和热传递优于粘弹

性流体。

２）速度分数阶导数参数会恶化对流和热传

递，而温度分数阶导数参数则促进对流和热传递。
３）速度松弛时间促进对流和热传递，而温度

松弛时间则小幅抑制对流和热传递。
４）滑移参数降低了流体初始速度，一阶滑移

参数对流动和热传递的影响大于二阶滑移参数。
５）孔隙率和 Ｄａｒｃｙ数对流动和热传递的影响

趋势相反。
６）流动和热传递对各物理参数的敏感度随

该物理参数的增大而下降。
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附录
整数阶导数的离散格式可采用向后差分和中心差分公式：

∂ｕ
∂ｔ ｔ＝ ｔｋ

＝
ｕｋ
ｉ，ｊ－ｕｋ－１

ｉ，ｊ

Δｔ
＋Ο Δｔ( ) （２０）

ｕ ∂ｕ
∂ｘ ｔ＝ ｔｋ

＝ｕｋ－１
ｉ，ｊ

ｕｋ
ｉ，ｊ－ｕｋ

ｉ－１，ｊ

Δｘ
＋Ο Δｘ( ) （２１）

ｖ ∂ｕ
∂ｙ ｔ＝ ｔｋ

＝ ｖｋ－１ｉ，ｊ

ｕｋ
ｉ，ｊ－ｕｋ

ｉ，ｊ－１

Δｙ
＋Ο Δｙ( ) （２２）

∂２ｕ
∂ｙ２ ｔ＝ ｔｋ

＝
ｕｋ
ｉ，ｊ＋１－２ｕｋ

ｉ，ｊ＋ｕｋ
ｉ，ｊ－１＋ｕｋ－１

ｉ，ｊ＋１－２ｕｋ－１
ｉ，ｊ ＋ｕｋ－１

ｉ，ｊ－１

２ Δｙ２
＋Ο（Δｙ２） （２３）

将公式（２０）－（２２）代入公式（１９），得分数阶导数的迭代格式为：
∂α

∂ ｔα
∂ｕ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Δ ｔ －α

ΔｔΓ ２ － α( )
ｕｋ
ｉ，ｊ － ｕｋ－１

ｉ，ｊ －∑
ｋ－１

ｓ ＝ １
αｓ－１ － αｓ( ) ｕｋ－ｓ

ｉ，ｊ － ｕｋ－ｓ－１
ｉ，ｊ( )[ ] ＋ Ο Δｔ２－α ＋ Δｔ( ) （２４）

∂α

∂ ｔα
ｕ ∂ｕ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Δ ｔ －α

ΔｘΓ ２ － α( )
ｕｋ－１
ｉ，ｊ ｕｋ

ｉ，ｊ － ｕｋ
ｉ－１，ｊ( ) －∑

ｋ－１

ｓ ＝ １
αｓ－１ － αｓ( ) ｕｋ－ｓ－１

ｉ，ｊ ｕｋ－ｓ
ｉ，ｊ － ｕｋ－ｓ

ｉ－１，ｊ( )[ ] ＋ Ο Δｔ２－α ＋ Δｘ( )

（２５）
∂α

∂ ｔα
ｖ ∂ｕ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Δ ｔ －α

ΔｙΓ ２ － α( )
ｖｋ－１ｉ，ｊ ｕｋ

ｉ，ｊ － ｕｋ
ｉ，ｊ －１( ) －∑

ｋ－１

ｓ ＝ １
αｓ－１ － αｓ( ) ｖｋ－ｓ－１ｉ，ｊ ｕｋ－ｓ

ｉ，ｊ － ｕｋ－ｓ
ｉ，ｊ －１( )[ ] ＋ Ο Δｔ２－α ＋ Δｙ( )

（２６）
令

１６３
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ｒ１ ＝
λα
１ Δｔ

－α

Γ ２ － α( )
，ｒ２ ＝

Δｔ
２ Δｙ２

，ｒ３ ＝
Δｔ

２Ｇｒ
１
２

，ｒ４ ＝
λγ
２ Δｔ

－γ

γ！ Γ ２ － γ( )
，ｒ５ ＝

Δｔ
２Ｐｒ Δｙ２

，

Ａ１ ＝∑
ｋ－１

ｓ ＝ １
αｓ－１ － αｓ( ) ｕｋ－ｓ

ｉ，ｊ － ｕｋ－ｓ－１
ｉ，ｊ( ) ；

Ａ２ ＝∑
ｋ－１

ｓ ＝ １
αｓ－１ － αｓ( ) ｕｋ－ｓ－１

ｉ，ｊ ｕｋ－ｓ
ｉ，ｊ － ｕｋ－ｓ

ｉ－１，ｊ( ) ，Ａ３ ＝∑
ｋ－１

ｓ ＝ １
αｓ－１ － αｓ( ) ｖｋ－ｓ－１ｉ，ｊ ｕｋ－ｓ

ｉ，ｊ － ｕｋ－ｓ
ｉ，ｊ －１( ) ；

Ａ４ ＝ θｋ
ｉ，ｊ －∑

ｋ－１

ｓ ＝ １
αｓ－１ － αｓ( ) θｋ－ｓ

ｉ，ｊ ，Ｂ１ ＝∑
ｋ－１

ｑ ＝ １
ｂｑ－１ － ｂｑ( ) θｋ－ｑ

ｉ，ｊ － θｋ－ｑ－１
ｉ，ｊ( ) ；

Ｂ２ ＝∑
ｋ－１

ｑ ＝ １
ｂｑ－１ － ｂｑ( ) ｕｋ－ｑ－１

ｉ，ｊ θｋ－ｑ
ｉ，ｊ － θｋ－ｑ

ｉ－１，ｊ( ) ，Ｂ３ ＝∑
ｋ－１

ｑ ＝ １
ｂｑ－１ － ｂｑ( ) ｖｋ－ｑ－１ｉ，ｊ θｋ－ｑ

ｉ，ｊ － θｋ－ｑ
ｉ，ｊ －１( )

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２７）

将公式（２０）－（２７） 代入公式（１４），得到动量方程（１４）的迭代格式：

－ Δｔ
Δｘ

ｕｋ－１
ｉ，ｊ ＋
Δｔ
Δｘ

ｒ１ｕｋ－１
ｉ，ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ

ｉ－１，ｊ－ １＋ｒ１( )
Δｔ
Δｙ

ｖｋ－１ｉ，ｊ ＋ｒ２ Ｅ１
é

ë
êê

ù

û
úú ｕ

ｋ
ｉ，ｊ－１＋

１＋ｒ１( ) １＋Δｔ
Δｘ

ｕｋ－１
ｉ，ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １＋ｒ１( )

Δｔ
Δｙ

ｖｋ－１ｉ，ｊ ＋２ ｒ２ Ｅ１＋ｒ３ Ｅ１
ε
Ｄａ

é

ë
êê

ù

û
úú ｕ

ｋ
ｉ，ｊ－

ｒ２ Ｅ１ｕｋ
ｉ，ｊ＋１ ＝ １＋ｒ１－２ ｒ２ Ｅ１－ｒ３ Ｅ１

ε
Ｄａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ－１

ｉ，ｊ ＋ｒ１ Ａ１＋
Δｔ
Δｘ

ｒ１ Ａ２＋
Δｔ
Δｙ

ｒ１ Ａ３＋

ｒ２ Ｅ１ｕｋ－１
ｉ，ｊ＋１＋ｒ２ Ｅ１ｕｋ－１

ｉ，ｊ－１＋Δｔ Ｅ２ θｋ
ｉ，ｊ＋Δｔ Ｅ２ ｒ１ Ａ４ （２８）

同样，能量方程（１５）的迭代格式为：

－ １＋ｒ４( )
Δｔ
Δｘ

ｕｋ－１
ｉ，ｊ θｋ

ｉ－１，ｊ－ １＋ｒ４( )
Δｔ
Δｙ

ｖｋ－１ｉ，ｊ ＋
ｒ５

Ｈ ϕ( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú θ

ｋ
ｉ，ｊ－１＋

１＋ｒ４( ) １＋Δｔ
Δｘ

ｕｋ－１
ｉ，ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １＋ｒ４( )

Δｔ
Δｙ

ｖｋ－１ｉ，ｊ ＋２
ｒ５

Ｈ ϕ( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú θ

ｋ
ｉ，ｊ－

ｒ５
Ｈ ϕ( )

θｋ
ｉ，ｊ＋１ ＝ １＋ｒ４－２

ｒ５
Ｈ ϕ( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú θ

ｋ－１
ｉ，ｊ ＋ｒ４ Ｂ１＋

Δｔ
Δｘ

ｒ４ Ｂ２＋
Δｔ
Δｙ

ｒ４ Ｂ３＋
ｒ５

Ｈ ϕ( )
θｋ－１
ｉ，ｊ＋１＋

ｒ５
Ｈ ϕ( )

θｋ－１
ｉ，ｊ－１ （２９）

连续性方程（１３）的迭代格式为：

ｖｋｉ，ｊ ＝ ｖｋｉ，ｊ－１－
Δｙ
Δｘ

ｕｋ
ｉ，ｊ－ｕｋ

ｉ－１，ｊ( ) （３０）

边界条件（１６）的迭代格式为：

ｕ０ｉ，ｊ ＝ ｖ０ｉ，ｊ ＝ θ０ｉ，ｊ ＝ ０；ｕｋ
０，ｊ ＝ θｋ

０，ｊ ＝ ０；ｕｋ
ｉ，０ ＝ ｃ０ ｉ－１( ) Δｘ＋

ｃ１
Δｙ

ｕｋ
ｉ，１－ｕｋ

ｉ，０( ) －
ｃ２
Δｙ２

ｕｋ
ｉ，２－２ｕｋ

ｉ，１＋ｕｋ
ｉ，０( )

ｖｋｉ，０ ＝ ０，
θｋ
ｉ，１－θｋ

ｉ，０

Δｙ
＝ －τ（１－θｋ

ｉ，０）；ｕｋ
ｉ，Ｎ ＝ ０，θｋ

ｉ，Ｎ ＝ ０ （３１）

通过在每个时间步长求解公式（１７）（１８），当 ｔｋ达到收敛状态时，可以获得稳定状态下的平均表面

摩擦系数和平均 Ｎｕｓｓｅｌｔ数：

Ｃ ｆ ｔｋ( ) ＝ ｒ１∑
ｋ－１

ｓ ＝ １
αｓ－１ － αｓ( ) Ｃ ｆ ｔｋ－ｓ( ) ＋ Ｇｒ

３
４

１ － ϕ( ) ２．５ Ｒｅ２ ∫
１

０

∂ｕ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｙ ＝ ０
ｄｘé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ／ （１ ＋ ｒ１） （３２）

Ｎｕ ｔｋ( ) ＝ ｒ４∑
ｋ－１

ｑ ＝ １
ｂｑ－１ － ｂｑ( ) Ｎｕ ｔｋ－ｑ( ) －

ｋｎｆ

ｋｆ
Ｇｒ

１
４ ∫１

０

∂θ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｙ ＝ ０
ｄｘ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ／ （１ ＋ ｒ４） （３３）

２６３


