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常微分方程波形松弛方法的收敛稳定

范振成

(闽江学院 数学与数据科学学院ꎬ 福建 福州 ３５０１０８)

摘要: 波形松弛方法是一种用于近似求解常微分方程的迭代方法ꎬ实际计算时ꎬ初始值和每次迭代计

算不可避免存在误差ꎬ 因此有必要研究误差的传播规律ꎬ即稳定性ꎮ 对常微分方程ꎬ证明了在

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件下 ＷＲ 方法是收敛稳定的ꎬ即在标准收敛条件下ꎬ只要初值和历次迭代的误差足够小ꎬ
由 ＷＲ 方法所得近似解的扰动能被控制在给定范围内ꎮ
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　 　 在芯片(大规模集成电路)设计领域ꎬ 仿真计

算作用重大ꎮ 描述芯片的数学模型一般是高维的

微分代数方程组ꎬ 使用诸如线性多步法和 Ｒｕｎｇｅ
－Ｋｕｔｔａ 方法等经典数值方法进行仿真计算时ꎬ 因

其计算量太大ꎬ 效果不理想ꎮ 描述芯片的高维微

分代数方程组ꎬ 一般是由若干联系微弱的小方程

组构成ꎬ 针对这个特点ꎬ 基于解代数方程组的迭

代法ꎬ Ｌｅｌａｒａｓｍｅｅ 等[１]提出了解微分方程的波形

松弛(ＷＲ)方法ꎬ 其基本想法是先利用迭代技术

将大系统分成若干独立的小系统ꎬ 然后根据各小

系统的特点选用适合的经典数值方法进行求解计

算ꎮ 与经典方法相比ꎬ 波形松弛方法因具有并行

性和多速率两个优点ꎬ 而更具优势ꎮ 当实际计算

时ꎬ ＷＲ 方法的初始值和中间过程不可避免存在

误差ꎬ 因此研究误差的传播规律(即稳定性)是有

意义的ꎮ
对 ＷＲ 方法的研究集中于收敛性ꎬ 稳定性的

研究不多见ꎮ Ｂｅｌｌｅｎ Ａ 等[２]和范振成[３]专注于数

值方法是否保持解析解的性质ꎬ 给出了离散 ＷＲ
方法的压缩或绝对稳定条件ꎮ 考虑初值和过程误

差是否可控问题ꎬ 范振成[４]提出了连续 ＷＲ 方法

的收敛稳定ꎬ 给出了泛函微分方程波形松弛方法

收敛稳定的条件ꎮ 然而文献[４]中的条件较严

格ꎬ 很多常见情形不满足ꎮ 本文将证明在标准的

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件下ꎬ 常微分方程初值问题的 ＷＲ 方

法是收敛稳定的ꎮ
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１　 假设与准备

对泛函微分方程

ｘ′( ｔ) ＝ ｆ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｘ(􀅰))ꎬｔ ∈ Ｊ ＝ [０ꎬＴ]
ｘ( ｔ) ＝ ｇ( ｔ)ꎬｔ ∈ Ｉ ＝ [ － τꎬ０]{ (１)

的连续 ＷＲ 方法(下文简称 ＷＲ 方法)
ｘ′ｋ＋１ ＝ Ｆ( ｔꎬｘｋ＋１( ｔ)ꎬｘｋ( ｔ)ꎬｘｋ(􀅰))ꎬｔ ∈ Ｊ
ｘｋ＋１( ｔ) ＝ ｇ( ｔ)ꎬｔ ∈ Ｉ{ (２)

其中ꎬ分裂函数 Ｆ( ｔꎬｘꎬｘꎬｙ(􀅰)) ＝ ｆ( ｔꎬｘꎬｙ(􀅰)) ꎬ
初始解 ｘ０( ｔ) ＝ ｇ( ｔ)ꎬｔ∈ Ｉꎬｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺 ꎮ 文献[４]
证明了当 Ｆ 满足单边 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件(Ｈ１)和全局

Ｌｉｐｓｃｈｔｉｚ 条件(Ｈ２) 时ꎬ Ｆ 和 ｇ 的微小变化所引起

的解序列 ｘｋ{ } 变化可控ꎬ文献[４]中称之为收敛

稳定ꎬ 说明了 ＷＲ 方法具有较强的抗干扰能力ꎮ
然而文献[４]中的条件(Ｈ１)较严格ꎬ 很多常见情

形不满足(Ｈ１)ꎮ
考虑常微分方程的初值问题

ｙ′( ｔ) ＝ ｆ( ｔꎬｙ( ｔ))ꎬｔ ∈ Ｊ
ｙ(０) ＝ ξ{ (３)

及其 ＷＲ 方法

ｙ′ｋ＋１( ｔ) ＝ Ｆ( ｔꎬｙｋ＋１( ｔ)ꎬｙｋ( ｔ))ꎬｔ ∈ Ｊ
ｙｋ＋１(０) ＝ ξꎬｙ０( ｔ) ≡ ξ{ (４)

其中ꎬ ｙꎬｙｋ ∈ Ｃ１(ＪꎬＲｎ)ꎬＦ( ｔꎬｘꎬｘ) ＝ ｆ( ｔꎬｘ) ꎮ 此

处和下文用 Ｒｎ 表示 ｎ 维实数域ꎬ Ｒ 表示实数域ꎬ
Ｒ － 表示负实数集ꎬ Ｒ ＋ 表示正实数集ꎬ Ｃ１(ＪꎬＱ)
表示区间 Ｊ 到数集 Ｑ 上有一阶连续导数的函数

集ꎬ Ｃ(ＪꎬＱ) 表示 Ｊ 到 Ｑ 上连续函数集ꎮ
假设分裂函数满足以下两个 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件:
(Ｈ３) 存在连续函数 ｍ ∈ Ｃ(Ｊꎬ Ｒ － ) 满足

ｍａｘ
ｔ∈Ｊ

ｍ( ｔ) < ｖ < ０( ｖ 为给定常数)ꎬ 使得对所有

ｔ ∈ Ｊꎬｘꎬｘ~ꎬｙ ∈ Ｒｎ ꎬ
‹Ｆ( ｔꎬｘꎬｙ) － Ｆ( ｔꎬｘ~ꎬｙ)ꎬｘ － ｘ~› ≤ ｍ( ｔ) 􀅰

‖ｘ － ｘ~‖２

(Ｈ４) 存在非负单调不减连续函数 Ｋ∈Ｃ(Ｊꎬ
Ｒ ＋) 使得对所有 ｔ ∈ Ｊꎬｘꎬｙꎬｙ~ ∈ Ｒｎꎬ

‖Ｆ( ｔꎬｘꎬｙ) － Ｆ( ｔꎬｘꎬｙ~)‖ ≤ Ｋ( ｔ)‖ｙ － ｙ~‖
其中ꎬ ‹􀅰ꎬ􀅰›:Ｒｎ × Ｒｎ → Ｒ 表示内积ꎬ ‖ｘ‖ ＝
‹ｘꎬｘ› １ / ２ ꎮ

此时ꎬ文献[４]的结果变成:当(Ｈ３)和(Ｈ４)
成立时ꎬ ＷＲ 方法式(４)是收敛稳定的ꎬ 即式(４)
与其扰动系统

ｙ~ ′ｋ＋１( ｔ) ＝ Ｆ( ｔꎬｙ~ ｋ＋１( ｔ)ꎬｙ
~
ｋ( ｔ)) ＋ δｋ＋１( ｔ)ꎬｔ ∈ Ｊ

ｙ~ ｋ＋１(０) ＝ ξ ＋ εｋ＋１ꎬｙ
~
０( ｔ) ≡ ξ ＋ ε０

ì

î

í

ïï

ïï

(５)
解的差满足:存在 Ｃ > ０ 使得

ｍａｘ
ｋ

ｍａｘ
ｔ∈Ｊ

‖ｙｋ( ｔ) － ｙ~ ｋ( ｔ)‖ ≤
Ｃｍａｘ{ｍａｘ

ｋ≥０
‖εｋ‖ꎬｍａｘ

ｋ≥１
ｍａｘ
ｔ∈Ｊ

‖δｋ( ｔ)‖}

　 　 由于条件(Ｈ３)中的 ｍ( ｔ) < ０ꎬ 这是较严格

的限制ꎬ 排除了诸如 Ｆ( ｔꎬｘꎬｙ) ＝ ｘ ＋ ｙ 等常见情

况ꎬ 考虑更宽松的标准 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件:
(Ｈ１′) 存在常数 Ｌ ∈ Ｒ ꎬ 使得对所有 ｔ ∈ Ｊꎬ

ｘꎬｘ~ꎬｙ ∈ Ｒｎ ꎬ
‹Ｆ( ｔꎬｘꎬｙ) － Ｆ( ｔꎬｘ~ꎬｙ)ꎬｘ － ｘ~› ≤ Ｌ 􀅰

‖ｘ － ｘ~‖２

(Ｈ２′) 存在常数 Ｋ > ０ꎬ 使得对所有 ｔ ∈ Ｊꎬ
ｘꎬｙꎬｙ~ ∈ Ｒｎꎬ

‖Ｆ( ｔꎬｘꎬｙ) － Ｆ( ｔꎬｘꎬｙ~)‖ ≤ Ｋ‖ｙ － ｙ~‖
式中ꎬ Ｌ 可以取正数ꎬ 因此(Ｈ１′)比(Ｈ３)更宽松ꎬ
在(Ｈ１′)使用 Ｌ∈Ｒ而不是更简单的 Ｌ > ０ꎬ 只是

为了扰动解的误差上限更准确ꎬ 后文将推出其与

Ｌ ＋ Ｋ 有关ꎬ 见式(８)ꎮ 此外ꎬ 若(Ｈ４)成立ꎬ 则

(Ｈ２′)成立ꎬ 这说明(Ｈ２′)比(Ｈ４)更宽松ꎮ
本文将证明当(Ｈ１′)和(Ｈ２′)成立时ꎬ ＷＲ

方法(４)是收敛稳定的ꎮ 首先证明两个引理ꎮ
引理 １ .１ 当(Ｈ１′)和(Ｈ２′)成立时ꎬ ＷＲ 方

法式(４)产生的函数序列 {ｙｋ} 收敛于式(３)的

解ꎬ 即
ｌｉｍ
ｋ→¥

ｍａｘ
ｔ∈Ｊ

‖ｙｋ( ｔ) － ｙ( ｔ)‖ ＝ ０

　 　 证明:由文献[５]中定理 ７.３ 或式(７.１５)ꎬ 易

知本引理成立ꎮ
引理 １.２ 假设 ｕ∈Ｃ１(ＪꎬＲ ＋)ꎬｖ∈Ｃ(ＪꎬＲ ＋)ꎬ

Ｌ１ ≠ ０ꎬＬ２ > ０ꎬγ １ > ０ꎬγ ２ > ０ 且
ｕ′( ｔ) ≤ Ｌ１ｕ( ｔ) ＋ Ｌ２ｖ( ｔ) ＋ γ１ꎬｔ ∈ Ｊ
ｕ(０) ＝ γ２

{ (６)

若存在 γ ≥ ｍａｘ{γ １ꎬγ ２}ꎬＶ ∈ Ｃ(Ｊꎬ Ｒ ＋ )ꎬＵ ∈
Ｃ１(ＪꎬＲ) 满足 Ｖ( ｔ) > ｖ( ｔ)ꎬｔ ∈ Ｊ 和

Ｕ′( ｔ) ＝ Ｌ１Ｕ( ｔ) ＋ Ｌ２Ｖ( ｔ) ＋ γꎬｔ ∈ Ｊ
Ｕ(０) ＝ γ{ (７)

则 Ｕ( ｔ) ≥ ｕ( ｔ)ꎬｔ ∈ Ｊ ꎮ
证明:式(７)减式(６)得
(Ｕ( ｔ) － ｕ( ｔ)) ′ ≥ Ｌ１(Ｕ( ｔ) － ｕ( ｔ)) ＋
Ｌ２(Ｖ( ｔ) － ｖ( ｔ)) ＋ γ － γ１

Ｕ(０) － ｕ(０) ＝ γ － γ２ > ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

７５５
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两边乘以 ｅ －Ｌ１ｔ 得

ｅ －Ｌ１ｔ(Ｕ( ｔ) － ｕ( ｔ))( ) ′ ≥
ｅ －Ｌ１ｔＬ２(Ｖ( ｔ) － ｖ( ｔ)) ＋ ｅ －Ｌ１ｔ(γ － γ１)

两边从 ０ 到 ｔ 积分得

ｅ －Ｌ１ｔ(Ｕ( ｔ) － ｕ( ｔ)) ≥ γ － γ２ ＋

∫ｔ
０
ｅ －Ｌ１ｓＬ２(Ｖ( ｓ) － ｖ( ｓ))ｄｓ ＋ ∫ｔ

０
ｅ －Ｌ１ｓ(γ － γ１)ｄｓ

由引理条件ꎬ 上式右端大于零ꎬ 因此 Ｕ( ｔ) ≥
ｕ( ｔ)ꎬ∀ｔ ∈ Ｊ . 证毕ꎮ

２　 主要结果

定理 ２.１ 当(Ｈ１′)和(Ｈ２′)成立时ꎬ ＷＲ 方法

式(４)是收敛稳定的ꎬ 即式(４)和它的扰动系统

式(５)生成的函数序列满足:
ｌｉｍ
ｋ→¥

ｍａｘ
ｔ∈Ｊ

‖ｙｋ( ｔ) － ｙ~ ｋ( ｔ)‖ ≤

ｍａｘ{１ꎬｅＭＴ ＋ １
Ｍ

(ｅＭＴ － １)}ε (８)

其中ꎬ Ｍ ＝ Ｌ ＋ Ｋꎬε ＝ ｍａｘ{ ｍａｘ
ｋ≥０

‖ε ｋ‖ꎬ ｍａｘ
ｋ≥１

ｍａｘ
ｔ∈Ｊ

‖δ ｋ( ｔ)‖} .

证明:记 η ｋ ＝ ｙ~ ｋ － ｙｋꎬｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺 . 式 (５)减
式(４)得

η′ｋ＋１( ｔ) ＝ Ｆ( ｔꎬｙ~ ｋ＋１( ｔ)ꎬｙ
~
ｋ( ｔ)) －

Ｆ( ｔꎬｙｋ＋１( ｔ)ꎬｙｋ( ｔ)) ＋ δｋ＋１( ｔ)ꎬｔ ∈ Ｊ
ηｋ＋１(０) ＝ εｋ＋１ꎬη０( ｔ) ≡ ε０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

由此式和内积的性质ꎬ 得

‹ηｋ＋１( ｔ)ꎬηｋ＋１( ｔ)› ′ ＝ ２‹ηｋ＋１( ｔ)ꎬη′ｋ＋１( ｔ)› ＝

２‹ηｋ＋１( ｔ)ꎬＦ( ｔꎬｙ
~
ｋ＋１( ｔ)ꎬｙ

~
ｋ( ｔ)) －

Ｆ( ｔꎬｙｋ＋１( ｔ)ꎬｙｋ( ｔ))› ＋ ２‹ηｋ＋１( ｔ)ꎬδｋ＋１( ｔ)› ＝

２‹ηｋ＋１( ｔ)ꎬＦ( ｔꎬｙ
~
ｋ＋１( ｔ)ꎬｙ

~
ｋ( ｔ)) －

Ｆ( ｔꎬｙｋ＋１( ｔ)ꎬｙ
~
ｋ( ｔ))› ＋ ２‹ηｋ＋１( ｔ)ꎬＦ( ｔꎬｙｋ＋１( ｔ)ꎬ

ｙ~ ｋ(ｔ)) － Ｆ(ｔꎬｙｋ＋１(ｔ)ꎬｙｋ(ｔ))› ＋ ２‹ηｋ＋１(ｔ)ꎬδｋ＋１(ｔ)›
由上式ꎬ (Ｈ１′)、 (Ｈ２′) 以及 Ｃａｕｃｈｙ－Ｓｃｈｗａｒｚ 不

等式ꎬ 推导出

‹ηｋ＋１( ｔ)ꎬηｋ＋１( ｔ)› ′ ≤ ２Ｌ ‖ηｋ＋１( ｔ)‖２ ＋
２Ｋ‖ηｋ＋１(ｔ)‖‖ηｋ(ｔ)‖ ＋ ２‖ηｋ＋１(ｔ)‖‖δｋ＋１(ｔ)‖

(９)
另一方面

‹ηｋ＋１( ｔ)ꎬηｋ＋１( ｔ)› ′ ＝ ‖ηｋ＋１( ｔ)‖２( ) ′ ＝
２‖ηｋ＋１( ｔ)‖ ‖ηｋ＋１( ｔ)‖( ) ′ (１０)

　 　 由式(９)和(１０)得

‖ηｋ＋１( ｔ)‖( ) ′ ≤ Ｌ‖ηｋ＋１( ｔ)‖ ＋
Ｋ‖ηｋ( ｔ)‖ ＋ ‖δｋ＋１( ｔ)‖ꎬｔ ∈ Ｊ
‖ηｋ＋１(０)‖ ＝ ‖εｋ＋１‖ꎬ‖η０( ｔ)‖ ≡ ‖ε０‖

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１１)
　 　 记 ε ＝ ｍａｘ{ｍａｘ

ｋ≥０
‖εｋ‖ꎬｍａｘ

ｋ≥１
ｍａｘ
ｔ∈Ｊ

‖δ ｋ(ｔ)‖}ꎬ

令 ｚｋ ∈ Ｃ１(ＪꎬＲ＋)ꎬｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺满足

ｚ′ｋ＋１( ｔ) ＝ Ｌｚｋ＋１( ｔ) ＋ Ｋｚｋ( ｔ) ＋ εꎬｔ ∈ Ｊ
ｚｋ＋１(０) ＝ εꎬｚ０( ｔ) ≡ ε{ (１２)

　 　 由式(１１) (１２)和引理 １.２ꎬ 不难证明

‖ηｋ( ｔ)‖ ≤ ｚｋ( ｔ)ꎬ∀ｔ ∈ Ｊꎬ∀ｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺
(１３)

　 　 又由引理 １.１ꎬ (１２)生成的函数列收敛于下

面微分方程的解

ｖ′( ｔ) ＝ (Ｌ ＋ Ｋ)ｖ( ｔ) ＋ εꎬｔ ∈ Ｊ
ｖ(０) ＝ ε{ (１４)

即

ｌｉｍ
ｋ→¥

ｍａｘ
ｔ∈Ｊ

‖ｚｋ( ｔ) － ｖ( ｔ)‖ ＝ ０ (１５)

由式(１３)(１４)和(１５)ꎬ 易得

ｌｉｍ
ｋ→¥

ｍａｘ
ｔ∈Ｊ

‖ηｋ( ｔ)‖ ≤ ｍａｘ
ｔ∈Ｊ

ｖ( ｔ) (１６)

其中ꎬ ｖ( ｔ) ＝ (ｅＭｔ ＋ １
Ｍ

ｅＭｔ － １
Ｍ

)ε 是方程(１４)的解

( Ｍ ＝ Ｌ ＋ Ｋ )ꎬ 满足: ｖ( ｔ) ≥ ０ꎬ∀ｔ ∈ Ｊꎻｖ( ｔ) <
ｖ(０)ꎬ对 Ｍ≤－ １ꎻｖ( ｔ) < ｖ(Ｔ) 对Ｍ > － １ꎮ 最后

由上式和(１６)ꎬ 得(８)ꎬ证毕ꎮ

３　 定理应用

对于 ＷＲ 方法式(４)ꎬ 若已知 ｙｋ 时ꎬ 能够准

确算出 ｙｋ＋１ ꎬ 则得到的函数序列 ｙｋ{ } 的极限为

式(３)的解(引理 １.１)ꎮ 然而ꎬ 对大多数方程ꎬ 这

是不可能的ꎬ 一般利用数值方法和插值求近似等

于 ｙｋ＋１ 的函数ꎮ 常用的离散 ＷＲ 方法的算法

如下:
第 １ 步:令 ｙ~ ０( ｔ) ≡ ξꎬｙ~ １(０) ＝ ξꎬｋ ＝ ０ꎻ
第 ２ 步:选择适当的数值方法计算方程

ｚ′ｋ＋１( ｔ) ＝ Ｆ( ｔꎬｚｋ＋１( ｔ)ꎬｙ
~
ｋ( ｔ))ꎬｔ ∈ Ｊ

ｚｋ＋１(０) ＝ ξ{ (１７)

在节点 {０ ＝ ｔ０ < ｔ１ < 􀆺 < ｔＮ ＝ Ｔ} 处解 ｚｋ＋１( ｔｉ) 的

近似值ꎻ
第 ３ 步:用插值方法将第 ２ 步得到的近似值

连续化ꎬ 得到区间 Ｊ 上 ｚｋ＋１ 的近似解 ｙ~ ｋ＋１ ꎻ
第 ４ 步: ｋ ＝ ｋ ＋ １ꎬ 转第 ２ 步重复计算ꎬ 直至

８５５
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收敛为止ꎮ
注意式(１７)等价于

ｚｋ＋１( ｔ) ＝ ξ ＋ ∫ｔ
０
Ｆ( ｓꎬｚｋ＋１( ｓ)ꎬｙ

~
ｋ( ｓ))ｄｓꎬｔ ∈ Ｊ

(１８)
　 　 记 η ｋ＋１ ＝ ｙ~ ｋ＋１ － ｚｋ＋１ ꎬ 代入式(１８)ꎬ 再求导

数ꎬ 不难推出上述算法算得的 ｙ~ ｋ{ } 满足:

ｙ~ ′ｋ＋１( ｔ) ＝ Ｆ( ｔꎬｙ~ ｋ＋１( ｔ)ꎬｙ
~
ｋ( ｔ)) ＋ δｋ＋１( ｔ)ꎬｔ ∈ Ｊ

ｙ~ ｋ＋１(０) ＝ ξ ＋ εｋ＋１
{
其中ꎬ δ ｋ＋１( ｔ) ＝ η′ｋ＋１( ｔ) ＋ Ｆ( ｔꎬｙ~ ｋ＋１( ｔ) － η ｋ＋１( ｔ)ꎬ

ｙ~ ｋ( ｔ)) － Ｆ( ｔꎬｙ~ ｋ＋１( ｔ)ꎬｙ
~
ｋ( ｔ))ꎬ ε ｋ＋１ ＝ η ｋ＋１(０) .

当(Ｈ１′)和(Ｈ２′)成立时ꎬ 由引理 １.１ 和定理

２.１ꎬ 知存在 Ｃ > ０ 使得

ｌｉｍ
ｋ→¥

ｍａｘ
ｔ∈Ｊ

‖ｙ~ ｋ( ｔ) － ｙ( ｔ)‖ ≤

Ｃｍａｘ ｍａｘ
ｋ

‖ηｋ(０)‖ꎬ{

ｍａｘ
ｋ

ｍａｘ
ｔ∈Ｊ

(‖η′ｋ( ｔ)‖ ＋ Ｌ ‖ηｋ( ｔ)‖)}

其中ꎬ ｙ 是方程(３)的解ꎮ
综上ꎬ说明只要离散 ＷＲ 方法的第 ２ 步和第

３ 步所获得的近似解的误差 η ｋ( ｔ) 及其导数

η′ｋ( ｔ) 足够小ꎬ 则离散 ＷＲ 方法得到的近似解序

列的极限与方程(３)解的差可任意小ꎬ 即本文结

论从不同角度揭示了前述离散 ＷＲ 方法的合

理性ꎮ

４　 数值实验

考虑方程(３)至方程(５)ꎬ 选取 ｆ( ｔꎬｙ) ＝ Ａｙ ＋
ｂ( ｔ)ꎬ 其中

Ａ ＝
１ １ ０
１ ２ １
－ １ １ ３

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬｂ( ｔ) ＝

ｓｉｎｔ
０

ｃｏｓｔ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ

Ｊ ＝ [０ꎬ１]ꎬξ ＝ (１ꎬ０ꎬ１) Ｔ (１９)
　 　 为了简单ꎬ选固定扰动 δ ｋ( ｔ) ≡ δꎬε ｋ ≡ εꎮ
使用 Ｊａｃｏｂｉ 分裂函数ꎬ 即

Ｆ( ｔꎬｘꎬｙ) ＝ Ａ１ｘ ＋ Ａ２ｙ ＋ ｂ( ｔ) (２０)
其中ꎬ Ａ１ 是由 Ａ 的对角线元素构成的对角阵ꎬ
Ａ２ ＝Ａ － Ａ１ꎮ 显然分裂函数 Ｆ 满足(Ｈ１′)但不满

足(Ｈ３). 下面验证式(８)ꎬ 然而 ｙｋꎬｙ
~
ｋ 的解析表

达式很难获得ꎬ 用步长 ｈ ＝ ０.０００１ 的 Ｅｕｌｅｒ 方法

生成的近似解近似代替ꎮ 记 Ｎ ＝ １ / ｈ ꎬ ｔｎ ＝ ｎｈꎬｎ ＝

０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ ꎬ ｕｋ ＝ ｍａｘ
ｎ∈{０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ}

‖ｙ~ ｋ( ｔｎ) － ｙｋ( ｔｎ)‖ꎬ

ｉ ＝ (１ꎬ１ꎬ１) Ｔ . 在表 １ 中罗列了满足式(１９)(２０)
的方法(４)的不同扰动 δ ꎬ ε 引起的误差ꎬ 从中清

楚看到扰动引起的误差不能忽视ꎬ 但可控ꎮ

表 １　 满足(１９)(２０)的方法(４)的不同扰动引起的误差 ｕｋ

Ｔａｂ.１　 Ｅｒｒｏｒｓ ｂｒｏｕｇｈｔ ｂｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｍｅｔｈｏｄ (４) ｗｉｔｈ (１９) ａｎｄ (２０)

扰动:
δ
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

１０ －２ ｉ
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１０ －２ ｉ
０.１ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１０ －３ ｉ
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１０ －３ ｉ
０.１ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－ １０ －３ ｉ
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－ １０ －３ ｉ
０.１ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１０ －１０ ｉ
１０ －５ ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

误差:ｕ５０ １８３.９９４４ １４０.７８３１ ６１.６３３２ １８.３９９４ ３４.４６４５ ８.８００８ ４.９４ｅ－００４

误差:ｕ１００ １８３.９９４ １４０.７８３１ ６１.６３３２ １８.３９９４ ３４.４６４５ ８.８００８ ４.９４ｅ－００４
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