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摘要: 基于圆柱坐标系中圆柱矢量波函数ꎬ研究自由空间圆柱并矢格林函数ꎮ 将其应用于导体圆柱

空间推证出了导体圆柱的第一、二类电型并矢格林函数ꎬ并就这些函数的关系做了分析ꎮ 推得的电型

并矢格林函数可为并矢格林函数方法处理圆柱型导体电磁散射等问题提供研究方法和理论依据ꎮ
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　 　 圆柱体是工程应用中常见的电磁辐射与散射

模型ꎬ其电磁场边值问题的求解往往涉及圆柱矢

量波函数的构建[１－４]ꎮ 在圆柱坐标系中用圆柱矢

量波函数表示自由空间辐射或散射场是极为方便

的ꎮ 当获得自由空间圆柱矢量波函数展开式后ꎬ应
用散射叠加方法ꎬ可导出其它类型的并矢格林函数

(ｄｙａｄｉｃ Ｇｒｅｅｎ’ｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓꎬＤＧＦ)ꎮ 应用 ＤＧＦ 方法

解决电磁理论及工程边值问题ꎬ主要难点就是要构

建并矢格林函数ꎮ 对这一问题国内外学者已做了

大量研究[５－１３]ꎬ对规则形状波导、平面分层媒质、常
用坐标系等问题的研究已有一致的结果ꎬ但关于导

体圆柱散射场等问题的研究比较少ꎮ 本研究基于

圆柱坐标系中圆柱矢量波函数及其正交归一性质ꎬ
从自由空间构建的并矢格林函数出发ꎬ推证出了导

体圆柱空间的第一、二类电型并矢格林函数ꎮ

１　 圆柱矢量波函数及其正交归一性

在圆柱坐标系中基于圆柱矢量波函数研究电

磁场边值问题ꎬ首先需要确定柱型矢量波函数及

其正交归一性质ꎬ这一问题在戴振铎、鲁述相关文

献中已有表述[８]ꎬ基本理论如下:
圆柱矢量波函数Ｍ、Ｎ定义为Ｍｅｏｎλ、Ｎ ｅｏｎλ 两组
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矢量波函数

Ｍｅｏｎλ(ｈ) ＝ Ñ× Ｊｎ(λｒ)
ｃｏｓ
ｓｉｎ

ｎφｅ － ｉｈｚ ｅｚ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝

∓
ｎＪｎ(λｒ)

ｒ
ｓｉｎ
ｃｏｓ

ｎφ ｅｒ －
∂Ｊｎ(λｒ)

∂ｒ
ｃｏｓ
ｓｉｎ

ｎφ ｅφ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｅ － ｉｈｚ

(１)

Ｎ ｅｏｎλ(ｈ) ＝ １
κλ

Ñ× Ñ× Ｊｎ(λｒ)
ｃｏｓ
ｓｉｎ

ｎφｅ － ｉｈｚ ｅｚ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝

１
κλ

－ ｉｈ
∂Ｊｎ(λｒ)

∂ｒ
ｃｏｓ
ｓｉｎ

ｎφ ｅｒ ±
é

ë
ê
ê

ｉｈｎＪｎ(λｒ)
ｒ

ｓｉｎ
ｃｏｓ

ｎφ ｅφ ＋ λ２Ｊｎ(λｒ)
ｃｏｓ
ｓｉｎ

ｎφ ｅｚ
ù

û
ú
ú ｅ － ｉｈｚ

(２)
　 　 公式(１)中双行符号是同时表示两个式子的

一种符号表示方法ꎬ它实质上是指这样两个式子:
Ｍｅｎλ(ｈ) ＝ Ñ× [Ｊｎ(λｒ)ｃｏｓｎφｅ

－ ｉｈｚ ｅｚ] ＝

－
ｎＪｎ(λｒ)

ｒ
ｓｉｎｎφ ｅｒ －

∂Ｊｎ(λｒ)
∂ｒ

ｃｏｓｎφ ｅφ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｅ － ｉｈｚ

Ｍｏｎλ(ｈ) ＝ Ñ× [Ｊｎ(λｒ)ｓｉｎｎφｅ
－ ｉｈｚ ｅｚ] ＝

ｎＪｎ(λｒ)
ｒ

ｃｏｓｎφ ｅｒ －
∂Ｊｎ(λｒ)

∂ｒ
ｓｉｎｎφ ｅφ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｅ － ｉｈｚ

式中 ｈ 和 λ 为连续取值ꎬ下标“ ｅ ”表示偶函数ꎬ
“ ｏ ”表示奇函数ꎬ其它双行符号式子含义同此ꎮ
公式(１) 和 ( ２) 在整个空间区域 ( ¥ > ｒ ≥ ０ꎬ
２π > φ ≥ ０ꎬ¥ > ｚ > － ¥)均有定义ꎬ且满足以下

正交归一性:

∫Ｍｅｏｎλ(ｈ)􀅰Ｎ ｅｏｎ′λ′( － ｈ′)ｄＶ ＝ ０ (３)

∫Ｍｅｏｎλ(ｈ)􀅰Ｍｅｏｎ′λ′( － ｈ)ｄＶ ＝

０ (ｎ ≠ ｎ′)
(１ ＋ δ０)２π２λδ(λ － λ′)δ(ｈ － ｈ′) (ｎ ＝ ｎ′){

(４)

∫Ｎ ｅｏｎλ(ｈ)􀅰Ｎ ｅｏｎ′λ′( － ｈ′)ｄＶ ＝

０ (ｎ ≠ ｎ′)
(１ ＋ δ０)２π２λδ(λ － λ′)δ(ｈ － ｈ′) (ｎ ＝ ｎ′){

(５)
式中ꎬ积分区域为整个空间ꎮ

２　 构建自由空间并矢格林函数

自由空间并矢格林函数是构建导体圆柱空间

并矢格林函数的基础ꎬ本研究先构建自由空间并

矢格林函数ꎬ再将其应用于导体圆柱空间推证其

第一、二类电型并矢格林函数ꎮ

自由空间磁型并矢格林函数 Ｇ
＝

ｍ０(ＲꎬＲ′) 满

足如下波动方程[１４]:

Ñ× Ñ× Ｇ
＝

ｍ０(ＲꎬＲ′) － ｋ２ Ｇ
＝

ｍ０(ＲꎬＲ′) ＝

Ñ× [ Ｉ
＝
δ(Ｒ － Ｒ′)]

(６)

和无穷远处的辐射条件ꎬ其表达式为[８]３６:

Ｇ
＝

ｍ０(ＲꎬＲ′) ＝ Ñ× [ Ｉ
＝
Ｇ０(ＲꎬＲ′)] ＝

ÑＧ０(ＲꎬＲ′) × Ｉ
＝

(７)
式(７)中ꎬ Ｇ０(ＲꎬＲ′) 为三维标量波动方程的自由

空间格林函数ꎬＲ′表示源点位置矢量ꎬＲ 表示场点

或观察点的位置矢量ꎬ具体为:

Ｇ０(ＲꎬＲ′) ＝ ｅ － ｉｋ Ｒ－Ｒ′

４π Ｒ － Ｒ′
Ｒ － Ｒ′ ＝

[(ｘ － ｘ′) ２ ＋ (ｙ － ｙ′) ２ ＋ ( ｚ － ｚ′) ２]
１
２ (８)

　 　 依据欧姆—瑞利方法来确定 Ｇ
＝

ｍ０(ＲꎬＲ′) 的

本征展开式ꎬ假设

Ñ× [ Ｉ
＝
δ(Ｒ － Ｒ′)] ＝

∫¥

０
ｄλ ∫¥

－¥

ｄｈ∑
¥

ｎ ＝ ０
[Ｎｅｏｎλ(ｈ) Ａｅｏｎλ(ｈ) ＋ Ｍｅｏｎλ(ｈ) Ｂｅｏｎλ(ｈ)]

(９)
式 ( ９) 中ꎬ 本征值 λ 只取正实轴上的值ꎬ 取

Ｎ ｅｏｎ′λ′( － ｈ′) 作为(９)式的前标积ꎬ在整个空间积

分ꎬ利用式(３) ~ (５)正交归一关系ꎬ可求得:

Ａ ｅｏｎλ(ｈ) ＝
(２ － δ０)
４π２λ

Ñ′ × Ｎ′ｅｏｎλ( － ｈ) ＝

(２ － δ０)κ
４π２λ

Ｍ′ｅｏｎλ( － ｈ)
(１０)

Ｎ′、Ｍ′ 函数是对空间位置矢量 Ｒ′(ｘ′ꎬｙ′ꎬｚ′) 坐标

定义的ꎬ同时对式(９)取 Ｍｅｏｎ′λ′( － ｈ′) 为前标积ꎬ
用同样方法可得另一展开系数为:

Ｂ ｅｏｎλ(ｈ) ＝
(２ － δ０)κ

４π２λ
Ｎ′ｅｏｎλ( － ｈ) (１１)

　 　 将式 ( １０) 和 ( １１) 代入式 ( ９) 可求得 Ñ ×

[ Ｉ
＝
δ(Ｒ － Ｒ′)] 的连续谱本征函数展开式为:

Ñ× [ Ｉ
＝
δ(Ｒ － Ｒ′)] ＝ ∫¥

０
ｄλ ∫¥

－¥

ｄｈ∑
¥

ｎ ＝ ０

(２ － δ０)κ
４π２λ

１５５
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[Ｎ ｅｏｎλ(ｈ) Ｍ′ｅｏｎλ( － ｈ) ＋ Ｍｅｏｎλ(ｈ) Ｎ′ｅｏｎλ( － ｈ)]

(１２)

　 　 设 Ｇ
＝

ｍ０(ＲꎬＲ′) 有类似于式 (９) 的展开式ꎬ
Ｍｅｏｎλ(ｈ)、Ｎ ｅｏｎλ(ｈ) 满足齐次矢量波动方程

Ñ× Ñ× Ｍｅｏｎλ(ｈ) ＝ κ２Ｍｅｏｎλ(ｈ) (１３)
Ñ× Ñ× Ｎ ｅｏｎλ(ｈ) ＝ κ２Ｎ ｅｏｎλ(ｈ) (１４)

　 　 将式(１２)代入式(６)ꎬ利用式(１３)和(１４)可
推得

Ñ× Ñ× Ｇ
＝

ｍ０(ＲꎬＲ′) － ｋ２ Ｇ
＝

ｍ０(ＲꎬＲ′) ＝

∫¥

０
ｄλ ∫¥

－¥

ｄｈ∑
¥

ｎ ＝ ０

(２ － δ０)κ
４π２λ

[Ｎ ｅｏｎλ(ｈ) Ｍ′ｅｏｎλ( － ｈ) ＋ Ｍｅｏｎλ(ｈ) Ｎ′ｅｏｎλ( － ｈ)]

(１５)

Ｇ
＝

ｍ０(ＲꎬＲ′) ＝ ∫¥

０
ｄλ ∫¥

－¥

ｄｈ∑
¥

ｎ ＝ ０

(２ － δ０)κ
４π２λ(κ２ － ｋ２)

[Ｎ ｅｏｎλ(ｈ) Ｍ′ｅｏｎλ( － ｈ) ＋ Ｍｅｏｎλ(ｈ) Ｎ′ｅｏｎλ( － ｈ)]

(１６)
式(１６)中ꎬ

κ ＝ (λ２ ＋ ｈ２)
１
２ (１７)

　 　 取积分回路沿上半 λ 平面的半无限圆路径ꎬ
利用留数定理完成积分[８]ꎬ式(１６)计算结果为:

Ｇ
＝ ±

ｍ０(ＲꎬＲ′) ＝ ｉｋ
８π ∫

¥

－¥

ｄｈ∑
¥

ｎ ＝ ０

２ － δ０

η２ 􀅰

Ｎ(１)
η (ｈ)Ｍ′η( － ｈ) ＋ Ｍ(１)

η (ｈ)Ｎ′η( － ｈ) ( ｒ > ｒ′)

Ｎη(ｈ)Ｍ′(１)η ( － ｈ) ＋ Ｍη(ｈ)Ｎ′(１)η ( － ｈ) ( ｒ < ｒ′){
(１８)

式(１８)中ꎬ

η ＝ (ｋ２ － ｈ２)
１
２

Ｎ(１)
η (ｈ) ＝ １

ｋ
Ñ× Ñ× [Ｈ(１)

ｎ (ηｒ)ｅ － ｉｈｚ ｃｏｓ
ｓｉｎ

ｎφｅｚ]

(１９)

Ｍ ′(１)η ( － ｈ) ＝ Ñ′ × [Ｈ(１)
ｎ (ηｒ′)ｅｉｈｚ′ ｃｏｓ

ｓｉｎ
ｎφ′ｅｚ]

(２０)
　 　 Ｈ(１)

ｎ 表示第一类汉克尔函数ꎬ Ｍ、Ｎ 的上标

(１)表示该圆柱矢量波函数中的径向函数是对第

一类汉克尔函数定义的ꎮ

由于 Ｇ
＝

ｍ０ 在 ｒ ＝ ｒ′处不连续ꎬ该函数满足不连

续磁型并矢格林函数方程:

ｅｒ × Ｇ
＝ ＋

ｍ０ － Ｇ
＝ －

ｍ０( ) ＝ Ｉ
＝

ｓδ(ｒ － ｒ′) (２１)

Ｉ
＝

ｓ ＝ Ｉ
＝ － ｅｒｅｒ (２２)

δ(ｒ － ｒ′) ＝ δ( ｚ － ｚ′)δ(φ － φ′) (２３)

ｅｒ × (Ｇ
＝ ＋

ｍ２ － Ｇ
＝ －

ｍ２) ＝ ( Ｉ
＝ － ｅｒｅｒ)δ( ｚ － ｚ′)δ(φ － φ′)

(２４)

式(２１)中ꎬ Ｇ
＝ ＋

ｍ０ 适用于 ｒ > ｒ′ ꎬ Ｇ
＝ －

ｍ０ 适用于 ｒ < ｒ′ ꎬ
点源安放在 Ｒ′处ꎮ

对 ｒ＝ ｒ′处不连续的函数ꎬ Ｇ
＝

ｍ０ 满足如下方程:

Ｇ
＝

ｍ０(ＲꎬＲ′) ＝ Ｇ
＝ ＋

ｍ０(ＲꎬＲ′)Ｕ( ｒ － ｒ′) ＋

Ｇ
＝ －

ｍ０(ＲꎬＲ′)Ｕ( ｒ′ － ｒ) (２５)
　 　 两个单位阶跃函数为:

Ｕ( ｒ － ｒ′) ＝
１ ｒ > ｒ′
０ ｒ < ｒ′{ (２６)

Ｕ( ｒ′ － ｒ) ＝
１ ｒ < ｒ′
０ ｒ > ｒ′{ (２７)

　 　 将式(２６)和(２７)代入式(２５)可进一步推得:

Ñ× Ｇ
＝

ｍ０(ＲꎬＲ′) ＝ [Ñ× Ｇ
＝ ＋

ｍ０(ＲꎬＲ′)] ×

Ｕ(ｒ － ｒ′) ＋ ÑＵ(ｒ － ｒ′) × Ｇ
＝ ＋

ｍ０(ＲꎬＲ′) ＋

[Ñ× Ｇ
＝ －

ｍ０(ＲꎬＲ′)]Ｕ( ｒ′ － ｒ) ＋

ÑＵ( ｒ′ － ｒ) × Ｇ
＝ －

ｍ０(ＲꎬＲ′) (２８)
　 　 依据广义函数理论:

ÑＵ( ｒ － ｒ′) ＝ ｅｒδ( ｒ － ｒ′) (２９)
ÑＵ( ｒ′ － ｒ) ＝ － ｅｒδ( ｒ － ｒ′) (３０)

　 　 将式(２９)和(３０)代入式(２８)得:

Ñ× Ｇ
＝

ｍ０(ＲꎬＲ′) ＝ [Ñ× Ｇ
＝ ＋

ｍ０(ＲꎬＲ′)]Ｕ( ｒ － ｒ′) ＋

[Ñ× Ｇ
＝ －

ｍ０(ＲꎬＲ′)]Ｕ(ｒ′ － ｒ) ＋ ( Ｉ
＝ － ｅｒｅｒ)δ(Ｒ － Ｒ′)

(３１)

　 　 Ｇ
＝

ｅ０(ＲꎬＲ′) 满足如下方程:

Ｇ
＝

ｅ０ ＝ １
ｋ２ [Ñ× Ｇ

＝
ｍ０ － Ｉ

＝
δ(Ｒ － Ｒ′)] (３２)

　 　 把式(３１)代入式(３２)得:

Ｇ
＝

ｅ０ ＲꎬＲ′( ) ＝ １
ｋ２ [[Ñ× Ｇ

＝ ＋
ｍ０(ＲꎬＲ′)]Ｕ( ｒ － ｒ′) ＋

[Ñ× Ｇ
＝ －

ｍ０(ＲꎬＲ′)]Ｕ( ｒ′ － ｒ) － ｅｒｅｒδ(Ｒ － Ｒ′)]
(３３)

　 　 其中ꎬ

２５５
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Ñ× Ｇ
＝ ±

ｍ０(ＲꎬＲ′) ＝ ｉｋ２

８π ∫
¥

－¥

ｄｈ∑
¥

ｎ ＝ ０

２ － δ０

η２ 􀅰

Ｍ(１)
η (ｈ)Ｍ′η( － ｈ) ＋ Ｎ(１)

η (ｈ)Ｎ′η( － ｈ) (ｒ > ｒ′)

Ｍη(ｈ)Ｍ′(１)η ( － ｈ) ＋ Ｎη(ｈ)Ｎ′(１)η ( － ｈ) (ｒ < ｒ′){
(３４)

　 　 将式(３４)代入式(３３)得电型并矢格林函

数为:

Ｇ
＝

ｅ０(ＲꎬＲ′) ＝ － １
ｋ２
ｅｒｅｒδ(Ｒ － Ｒ′) ＋ ｉ

８π ∫
¥

－¥

ｄｈ∑
¥

ｎ ＝ ０

２ － δ０
η２

Ｍ(１)
η (ｈ)Ｍ′η( － ｈ) ＋ Ｎ(１)

η (ｈ)Ｎ′η( － ｈ) (ｒ > ｒ′)

Ｍη(ｈ)Ｍ′(１)η ( － ｈ) ＋ Ｎη(ｈ)Ｎ′(１)η ( － ｈ) (ｒ < ｒ′){
(３５)

式(３５)中ꎬ上行符号对应的是 ｒ > ｒ′ ꎬ下行符号对

应 ｒ < ｒ′ ꎮ

３　 构建导体圆柱空间的并矢格林函数

设自由空间有一半径为 ａ 的无限长导体圆

柱ꎬ其轴线与 ｚ 轴重合ꎬ根据散射叠加方法[１３]ꎬ第
一类电型并矢格林函数可设为:

Ｇ
＝

ｅ１(ＲꎬＲ′) ＝ Ｇ
＝

ｅ０(ＲꎬＲ′) ＋ Ｇ
＝

１ｓ(ＲꎬＲ′) (３６)
　 　 第一类电型并矢格林函数在圆柱面上满足狄

里克莱条件ꎬ无穷远处满足辐射条件ꎮ 这里散射

项 Ｇ
＝

１ｓ(ＲꎬＲ′) 必含有向外行波ꎬ且满足齐次波动

方程ꎬ因此散射项必然有下面形式的展开式:

Ｇ
＝

１ｓ(ＲꎬＲ′) ＝ ｉ
８π ∫

¥

－¥

ｄｈ∑
¥

ｎ ＝ ０

(２ － δ０)
η２

[ａηＭ(１)
η (ｈ)Ｍ′(１)η ( － ｈ) ＋ ｂηＮ(１)

η (ｈ)Ｎ′(１)η ( － ｈ)]
(３７)

式(３７)中 ａη、ｂη 为待定系数ꎬ为求得待定系数

ａη、ｂη ꎬ应用 ｒ ＝ ａ 柱面上满足的狄里克莱条件:

ｅｒ × [Ｇ
＝

ｅ１(ＲꎬＲ′)] ｒ ＝ ａ ＝ ０ (３８)
　 　 将导体圆柱第一类电型并矢格林函数关系式

(３６)代入边界条件式(３８)得:

ｅｒ × [Ｇ
＝

ｅ０(ＲꎬＲ′) ＋ Ｇ
＝

１ｓ(ＲꎬＲ′)] ｒ ＝ ａ ＝ ０(３９)
　 　 将自由空间电型并矢格林函数关系式(３５)
和圆柱散射项展开式(３７)代入式(３９)得

ｅｒ × － １
ｋ２ ｅｒｅｒδ(Ｒ － Ｒ′) ＋ ｉ

８π ∫
¥

－¥

ｄｈ∑
¥

ｎ ＝ ０

２ － δ０

η２

é

ë

ê
ê

[Ｍη(ｈ)Ｍ′(１)η ( － ｈ) ＋ Ｎη(ｈ)Ｎ′(１)η ( － ｈ)] ＋

ｉ
８π ∫

¥

－¥

ｄｈ∑
¥

ｎ ＝ ０

(２ － δ０)
η２ [ａηＭ(１)

η (ｈ)Ｍ′(１)η ( － ｈ) ＋

ｂηＮ(１)
η (ｈ)Ｎ′(１)η ( － ｈ)]]

ｒ ＝ ａ
＝ ０ (４０)

式(４０)等效于以下两个方程

ｅｒ × [Ｍη(ｈ) ＋ ａηＭ(１)
η (ｈ)] ｒ ＝ ａ ＝ ０

ｅｒ × [Ｎη(ｈ) ＋ ｂηＮ(１)
η (ｈ)] ｒ ＝ ａ ＝ ０{ (４１)

对式(４１)中两方程分别求解ꎬ将 Ｍη(ｈ)、Ｍ(１)
η (ｈ)

关系代入方程式(４１)的第一式得

ｅｒ × Ñ× [Ｊｎ(ηｒ)
ｃｏｓ
ｓｉｎ

ｎφｅ － ｉｈｚｅｚ] ＋ ａη Ñ×é

ë
ê
ê

[Ｈ(１)
ｎ (ηｒ)ｅ － ｉｈｚ ｃｏｓ

ｓｉｎ
ｎφｅｚ]]

ｒ ＝ ａ
＝ ０ (４２)

ａη ＝ －
Ｊ′ｎ(ｘ)

Ｈ′(１)ｎ (ｘ)
　 ｘ ＝ ηａ (４３)

　 　 将 Ｎη(ｈ)、Ｎ(１)
η (ｈ) 关系代入方程式(４１)的

第二式得

ｅｒ ×
１
κη

－ ｉｈ
∂Ｊｎ(ηｒ)

∂ｒ
ｃｏｓ
ｓｉｎ

ｎφｅｒ ±
é

ë
ê
ê

é

ë
ê
ê

ｉｈｎＪｎ(ηｒ)
ｒ

ｓｉｎ
ｃｏｓ

ｎφｅφ ＋ η２Ｊｎ(ηｒ)
ｃｏｓ
ｓｉｎ

ｎφｅｚ
ù

û
ú
ú ｅ － ｉｈｚ ＋

ｂη
１
κη

－ ｉｈ
∂Ｈ(１)

ｎ (ηｒ)
∂ｒ

ｃｏｓ
ｓｉｎ

ｎφｅｒ ±
ｉｈｎＨ(１)

ｎ (ηｒ)
ｒ

é

ë
ê
ê

ｓｉｎ
ｃｏｓ

ｎφｅφ ＋ η２Ｈ(１)
ｎ (ηｒ)

ｃｏｓ
ｓｉｎ

ｎφｅｚ
ù

û
ú
ú ｅ － ｉｈｚ ù

û
ú
ú

ｒ ＝ ａ

＝ ０

(４４)

ｂη ＝ －
Ｊｎ(ｘ)

Ｈ(１)
ｎ (ｘ)

　 ｘ ＝ ηａ (４５)

　 　 将解得的系数式(４３)和(４５)代入式(３６)得无

限长导体圆柱对应的第一类电型并矢格林函数为

Ｇ
＝

ｅ１(ＲꎬＲ′) ＝

－ １
ｋ２ ｅｒｅｒδ(Ｒ － Ｒ′) ＋ ｉ

８π ∫
¥

－¥

ｄｈ∑
¥

ｎ ＝ ０

２ － δ０

η２ 􀅰

Ｍη(ｈ) －
Ｊ′ｎ(ｘ)

Ｈ′(１)ｎ (ｘ)
Ｍ(１)

η (ｈ)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｍ′(１)η ( － ｈ) ＋{

Ｎη(ｈ) －
Ｊｎ(ｘ)

Ｈ(１)
ｎ (ｘ)

Ｎ(１)
η (ｈ)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｎ′(１)η ( － ｈ)}

ｘ ＝ ηａ (４６)
　 　 在圆柱面上满足纽曼条件的第二类电型并矢

格林函数 Ｇ
＝

ｅ２(ＲꎬＲ′) 同样可由散射叠加方法获

３５５
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得ꎬ设 Ｇ
＝

ｅ２(ＲꎬＲ′) 为

Ｇ
＝

ｅ２(ＲꎬＲ′) ＝ Ｇ
＝

ｅ０(ＲꎬＲ′) ＋ Ｇ
＝

２ｓ(ＲꎬＲ′) ＝

－ １
ｋ２ ｅｒｅｒδ(Ｒ － Ｒ′) ＋ ｉ

８π ∫
¥

－¥

ｄｈ∑
¥

ｎ ＝ ０

２ － δ０

η２

[Ｍη(ｈ)Ｍ′(１)η ( － ｈ) ＋ Ｎη(ｈ)Ｎ′(１)η ( － ｈ)] ＋

ｉ
８π ∫

¥

－¥

ｄｈ∑
¥

ｎ ＝ ０

(２ － δ０)
η２

[ａηＭ(１)
η (ｈ)Ｍ′(１)η ( － ｈ) ＋ ｂηＮ(１)

η (ｈ)Ｎ′(１)η ( － ｈ)]

(４７)
　 　 第二类电型并矢格林函数满足并矢纽曼条件:

ｅｒ × [Ñ× Ｇ
＝

ｅ２(ＲꎬＲ′)] ｒ ＝ ａ ＝ ０ (４８)
　 　 将式(４７)代入式(４８)ꎬ得:

ｅｒ × － １
ｋ２

Ñ× ｅｒｅｒδ(Ｒ － Ｒ′) ＋ ｉ
８π ∫

¥

－¥

ｄｈ∑
¥

ｎ ＝ ０

２ － δ０
η２

é

ë

ê
ê

Ñ× [Ｍη(ｈ)Ｍ′(１)η ( － ｈ) ＋ Ｎη(ｈ)Ｎ′(１)η ( － ｈ)] ＋

ｉ
８π ∫

¥

－¥

ｄｈ∑
¥

ｎ ＝ ０

(２ － δ０)
η２ Ñ× [ａηＭ(１)

η (ｈ)Ｍ′(１)η ( － ｈ) ＋

ｂηＮ(１)
η (ｈ)Ｎ′(１)η ( － ｈ)]]

ｒ ＝ ａ
＝ ０　 　 　 (４９)

　 　 式(４９)等效于以下两个方程:
ｅｒ × [Ｎη(ｈ) ＋ ａηＮ(１)

η (ｈ)] ｒ ＝ ａ ＝ ０

ｅｒ × [Ｍη(ｈ) ＋ ｂηＭ(１)
η (ｈ)] ｒ ＝ ａ ＝ ０{ (５０)

　 　 对式 ( ５０) 中两方程分别求解ꎬ将 Ｎη(ｈ)、
Ｎ(１)

η (ｈ) 关系代入式(５０)中第一式得

ｅｒ ×
１
κη

－ ｉｈ
∂Ｊｎ(ηｒ)

∂ｒ
ｃｏｓ
ｓｉｎ

ｎφｅｒ ±
é

ë
ê
ê

é

ë
ê
ê

ｉｈｎＪｎ(ηｒ)
ｒ

ｓｉｎ
ｃｏｓ

ｎφｅφ ＋ η２Ｊｎ(ηｒ)
ｃｏｓ
ｓｉｎ

ｎφｅｚ
ù

û
ú
ú ｅ － ｉｈｚ ＋

ａη
１
κη

－ ｉｈ
∂Ｈ(１)

ｎ (ηｒ)
∂ｒ

ｃｏｓ
ｓｉｎ

ｎφｅｒ ±
ｉｈｎＨ(１)

ｎ (ηｒ)
ｒ

é

ë
ê
ê

ｓｉｎ
ｃｏｓ

ｎφｅφ ＋ η２Ｈ(１)
ｎ (ηｒ)

ｃｏｓ
ｓｉｎ

ｎφｅｚ
ù

û
ú
ú ｅ － ｉｈｚ ù

û
ú
ú

ｒ ＝ ａ

＝ ０

(５１)

ａη ＝ －
Ｊｎ(ｘ)

Ｈ(１)
ｎ (ｘ)

ｘ ＝ ηａ (５２)

　 　 将 Ｍη(ｈ)、Ｍ(１)
η (ｈ) 关系代入式(５０)中第二

式得

ｅｒ × ∓
ｎＪｎ(ηｒ)

ｒ
ｓｉｎ
ｃｏｓ

ｎφｅｒ －
∂Ｊｎ(ηｒ)

∂ｒ
ｃｏｓ
ｓｉｎ

ｎφｅφ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｅ － ｉｈｚ ＋é

ë
ê
ê

ｂη ∓
ｎＨ(１)

ｎ (ηｒ)
ｒ

ｓｉｎ
ｃｏｓ

ｎφｅｒ －
∂Ｈ(１)

ｎ (ηｒ)
∂ｒ

ｃｏｓ
ｓｉｎ

ｎφｅφ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｅ－ｉｈｚ ù

û
ú
ú

ｒ ＝ａ

＝ ０

(５３)

ｂη ＝ －
Ｊ′ｎ(ｘ)

Ｈ′(１)ｎ (ｘ)
ｘ ＝ ηａ (５４)

　 　 将解得的系数表达式(５２)和(５４)代入式

(４７)可求得无限长导体圆柱对应的第二类电型

并矢格林函数为:

Ｇ
＝

ｅ２(ＲꎬＲ′) ＝ － １
ｋ２ ｅｒｅｒδ(Ｒ － Ｒ′) ＋

ｉ
８π ∫

¥

－¥

ｄｈ∑
¥

ｎ ＝ ０

２ － δ０

η２ 􀅰

Ｍη(ｈ) －
Ｊｎ(ｘ)

Ｈ(１)
ｎ (ｘ)

Ｍ(１)
η (ｈ)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｍ ′(１)η ( － ｈ) ＋{

Ｎη(ｈ) －
Ｊ′ｎ(ｘ)

Ｈ′(１)ｎ (ｘ)
Ｎ(１)

η (ｈ)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｎ′(１)η ( － ｈ)}

ｘ ＝ ηａ (５５)

４　 结语

本研究基于圆柱坐标系的圆柱矢量波函数ꎬ
通过构建自由空间圆柱并矢格林函数ꎬ推证出了

导体圆柱空间的第一、二类电型并矢格林函数ꎬ通
过比较可以看出ꎬ只需将展开式(３７)中的系数

ａη、ｂη 交换位置ꎬ便可得到 Ｇ
＝

ｅ２(ＲꎬＲ′) 表达式ꎮ 利

用 Ｇ
＝

ｅ１(ＲꎬＲ′) 和 Ｇ
＝

ｅ２(ＲꎬＲ′) 之间的对称关系也可

获得 Ｇ
＝

ｅ２(ＲꎬＲ′) ꎬ文中不再赘述ꎮ 文中推得的导

体圆柱空间第一、二类电型并矢格林函数对研究

介质覆盖导体圆柱边值问题以及导体圆柱外天线

和导电圆柱面上口径天线远区辐射特性等问题具

有理论指导意义ꎮ
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５　 结语

设计了基于超声传感器和图像融合的智能小

车ꎬ实现障碍物的检测和避障功能ꎮ 完成了智能

小车结构方案设计和硬件选型、基于视觉和超声

的障碍物检测和测距、智能小车装配和实验场景

的搭建ꎬ该系统具有设计简洁、成本低廉、操作简

单等特点ꎮ 实验表明ꎬ智能小车在不同场景中都

能取得预期的避障实验结果ꎬ验证了方法和结构

方案的可行性ꎬ为探索其他主动避障和智能辅助

驾驶提供了一种思路ꎮ
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