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摘要: 利用 ＨÖｌｄｅｒ 插值不等式论证了仅需 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间有界弱收敛子序列在某个 Ｌｐ(ＲＮ) 空间上强

收敛ꎮ 借助更弱位势函数自身性质、有界区域上经典的 Ｓｏｂｏｌｅｖ 紧嵌入定理ꎬ巧妙地将全空间划分为

３ 个特殊区间ꎬ证明了带有更弱位势函数的一类 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间紧嵌入定理ꎮ 有效地解决了带有位势函

数的椭圆偏微分方程解的存在性因工作空间失去紧性所产生的困难ꎮ
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　 　 为纪念前苏联科学家 Ｓｏｂｏｌｅｖꎬ学者们将一类

函数空间命名为 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间ꎬ它是寻找椭圆方

程 解 存 在 性 常 用 的 基 本 工 具[１]２ꎬ[２]１ꎮ 有 关

Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间有大量的研究工作及应用场景[３－５]ꎮ
郭玉霞等人[５] 研究了带有某类深井位势的双调

和方程极小能量解的存在性ꎮ Ｌｉｕ 等人[４] 在更一

般位势假设下ꎬ研究某类非线性 ＳｃｈｒÖｄｉｎｇｅｒ 方程

解的存在性ꎬ提及一类比普通深井位势更弱的位

势函数ꎬ工作空间具有一定的紧性嵌入性质ꎮ 但

未给出该结论的证明ꎮ 这结论也出现在文献[６]

引理 ３.４ꎬＺｏｕ[６]４５ 利用命题 １. １３(有界区域上的

Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌 入 定 理 ) 及 命 题 １. １６ ( Ｇａｇｌｉａｒｄｏ￣
Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ 不等式)给出这一紧嵌入定理的详细证

明ꎮ 而为能利用锥上的上同调环绕变分方法解决

一类带有位势函数的 ｐ－Ｌａｐｌａｃｅ 方程非平凡解的

存在性问题ꎬＬｉｕ[３] 给出更弱意义下的 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空

间紧嵌入定理ꎮ 近十年来ꎬ带不同位势函数的

Ｓｏｂｌｏｅｖ 空间及其应用一直是学者们关注的问题ꎬ
是否存在比文献[４－６]中位势函数更弱的位势函

数? 如果存在ꎬ那么在研究 ｐ－Ｌａｐｌａｃｅ 方程非平
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凡弱解存在性时ꎬ这类更弱位势函数的 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间

是否也存在紧嵌入定理? 本文力图论证带更弱位势

函数的一类 Ｓｏｂｏｌｅｖ 函数空间存在紧嵌入定理ꎮ

１　 问题描述及主要结果

过去学者们常使用满足如下 (Ｖ０) 、 (Ｖ１) 条

件的位势函数 Ｖ(ｘ) :
(Ｖ０)Ｖ(ｘ) ∈ Ｃ(ＲＮꎬＲ)ꎬ且 ｉｎｆ

ｘ∈ＲＮ
Ｖ(ｘ) > ０ꎻ

(Ｖ１) ｌｉｍ
ｘ →＋¥

Ｖ(ｘ) ＝ ＋ ¥ꎮ

　 　 在深井位势函数环境下ꎬ 郭玉霞等[５]人研究

了带深井位势的双调和方程极小能量解的存在

性ꎮ 而在文献 [ ７] 中ꎬ Ｂａｒｔｓｃｈ 等人也在 (Ｖ０)、
(Ｖ１′) 假设下ꎬ研究下列非线性 ＳｃｈｒÖｄｉｎｇｅｒ 方程

解的存在性

－ Δｕ ＋ Ｖ(ｘ)ｕ ＝ ｆ(ｘꎬｕ)
ｕ ∈ Ｈ１(ＲＮ){ (１)

其中ꎬ (Ｖ１′) 对于任意的 ｂ ∈ Ｒꎬｍ({ｘ ｜ Ｖ(ｘ) ≤
ｂ}) < ＋ ¥

文中用到紧嵌入定理: ＨＶ →→ Ｌｔ(ＲＮ) ꎬ对于

任意的 ２ ≤ ｔ < ２∗ 均成立ꎬ工作空间为带位势函

数的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空 间 ＨＶ ＝ {ｕ ∈ Ｈ１(ＲＮꎬＲ):

∫
ＲＮ
( ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋ Ｖ(ｘ) ｜ ｕ ｜ ２)ｄｘ < ¥} ꎬ范数为:

‖ｕ‖ＨＶ
＝ ∫

ＲＮ
( ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋ Ｖ(ｘ) ｜ ｕ ｜ ２)ｄｘ( )

１
２ ꎮ 引

理 ３.４[６]４５给出该紧嵌入定理详细证明ꎮ 而 Ｖ(ｘ)
在满足 (Ｖ０)ꎬ(Ｖ１′) 条件下ꎬＬｉｕ[３] 给出更弱意义

下的另一类 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间紧嵌入定理ꎮ 在此基础

上ꎬ利用锥上的上同调环绕变分方法获得了如下

ｐ－Ｌａｐｌａｃｅ 方程非平凡解的存在性ꎮ
－ Δｐｕ ＋ Ｖ(ｘ) ｜ ｕ ｜ ｐ－２ｕ － λ ｜ ｕ ｜ ｐ－２ｕ ＝ ｆ(ｘꎬｕ)

ｕ ∈ Ｗ１ꎬｐ(ＲＮꎬＲ){
(２)

　 　 Ｂａｒｔｓｃｈ 等在文献[８]中提出一类带有 (Ｖ２)
条件的位势函数:

(Ｖ２) 存在 ｒ > ０ꎬ使得对于任意的 ｂ > ０ꎬ
ｌｉｍ
｜ ｙ｜ →¥

ｍ({ｘ ｜ Ｖ(ｘ) ≤ ｂ} ∩ Ｂｒ(ｙ)) ＝ ０ꎻ 其中ꎬ

Ｂｒ(ｙ): ＝ {ｘ ∈ ＲＮ ｜ ｜ ｘ － ｙ ｜ < ｒ}ꎮ
而 Ｌｉｕ 等在文献[４]第三节中研究一类带有

(Ｖ２) 条件的位势函数的非线性 ＳｃｈｒÖｄｉｎｇｅｒ 方程

解的存在性ꎬ但未给出紧嵌入定理的证明ꎮ 以下

给定两个条件记号 (Ｖ１
″)、(Ｖ２′):

(Ｖ１
″) 对于任意的 ｂ ∈ Ｒꎬ{ｘ ｜ Ｖ(ｘ) ≤ ｂ} 是

有界的ꎻ
(Ｖ２′) 记 εＲ０

: ＝ ｓｕｐ
｜ ｙ｜ ≥Ｒ０

ｍ(Ａｂ(ｙ))ꎬ ｌｉｍＲ０→¥
εＲ０

＝ ０ꎻ

其中ꎬＡｂ(ｙ): ＝ {ｘ ｜ Ｖ(ｘ) ≤ ｂ} ∩ Ｂｒ(ｙ)ꎮ
可得:条件 (Ｖ１) 与 (Ｖ１

″) 等价ꎻ条件 (Ｖ２) 和

(Ｖ２′) 也等价ꎻ条件 (Ｖ１′) 比 (Ｖ１
″) 更弱ꎻ条件

(Ｖ２′) 比 (Ｖ１′) 更弱ꎮ
考虑 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间 Ｘ ＝ {ｕ ∈ Ｗ１ꎬｐ(ＲＮꎬＲ):

∫
ＲＮ
( ｜ Ñｕ ｜ ｐ ＋ Ｖ(ｘ) ｜ ｕ ｜ ｐ)ｄｘ < ¥} ꎬ其范数为:

‖ｕ‖ ＝ ∫
ＲＮ
( ｜ Ñｕ ｜ ｐ ＋ Ｖ(ｘ) ｜ ｕ ｜ ｐ)ｄｘ( )

１
ｐ ꎮ

假设位势函数 Ｖ ｘ( ) 满足 (Ｖ０) 、 (Ｖ２) 两个

条件ꎬ论证带有这类更弱位势函数的一类 Ｓｏｂｏｌｅｖ
空间存在紧嵌入定理ꎮ

定理 １.１ 　 假设 (Ｖ０) 、 (Ｖ２) 成立ꎬ那么ꎬ Ｘ
→→Ｌｔ(ＲＮ) ꎬ对于一切的 ２≤ ｐ≤ ｔ < ｐ∗ 均成立ꎮ

由于 (Ｖ０) 条件的假设及 Ｘ 空间的定义ꎬ借
鉴文献[９]附录 Ａꎬ可知 Ｘ 是一个自反、可分的

Ｂａｎａｃｈ 空间ꎮ 同时ꎬ存在连续嵌入结论: Ｘ →
Ｌｔ(ＲＮ) ꎬ对于一切的 ２ ≤ ｐ ≤ ｔ < ｐ∗ 均成立ꎮ 由

定理 １.１ 及条件 (Ｖ１) 、 (Ｖ１′) 、 (Ｖ２) 强弱关系ꎬ
可获得两个注记ꎮ

注记 １. １ 　 假设 (Ｖ０) 、 (Ｖ１′) 成立ꎬ那么ꎬ
Ｘ →→ Ｌｔ(ＲＮ) ꎬ对于一切的 ２ ≤ ｐ ≤ ｔ < ｐ∗ 均

成立ꎮ
注记 １. ２ 　 假设 (Ｖ０) 、 (Ｖ１) 成立ꎬ那么ꎬ

Ｘ →→ Ｌｔ(ＲＮ) ꎬ对于一切的 ２ ≤ ｐ ≤ ｔ < ｐ∗ 均

成立ꎮ
注记 １.１ 是文献[３]引理 ２.１ꎬ由于定理 １.１

中 Ｖ(ｘ) 条件更弱ꎬ因此它是更一般的结论ꎮ 除

此之外ꎬ定理 １.１ 允许 ｐ≥２ 且 Ｖ(ｘ) 条件也更弱ꎬ
推广了引理 ３.４[６]４５ꎬ这正是注记 １.２ꎮ 同时发现ꎬ
存在满足 (Ｖ１) 条件却不满足 (Ｖ２) 条件的函数ꎬ
如: Ｖ(ｘ) ＝ ｘ ２ꎬＶ(ｘ) ＝ Ｃ ＋ ｘ ２ꎬ 其中 Ｃ 是一个

正的常数ꎮ 而由于定理 １.１ 条件更弱ꎬ且不仅仅

包含 ｐ ＝ ２ 的情形ꎬ还包含 ｐ > ２ꎬ面临新的困难ꎬ
需要新的处理技巧及新的工具ꎮ

除特别说明外ꎬ Ｃ ｉ( ｉ ∈ Ｎ) 表示不同的常数ꎮ
描述空间两者关系时ꎬ → 表示连续嵌入ꎻ → →
表示连续紧嵌入ꎻ ⇀ 表示弱收敛ꎻ Ｎ 表示全体自

２８
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然数组成的集合ꎻ Ｒ 表示全体实数组成的集合ꎻ
ＲＮ 表示 Ｎ 维欧几里得空间ꎻ ｜􀅰｜ ｐ 表示 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ
空间 Ｌｐ(ＲＮ) 的标准范数ꎮ

２　 基本引理

给出两个准备引理ꎬ 分别是插值不等式

(ＨÖｌｄｅｒ 不等式) 及有界区域上的紧嵌入定理

(Ｒｅｌｌｉｃｈ－Ｋｏｎｄｒａｃｈｏｖ 定理):
引理 ２.１[２]２７假设 １ ≤ ｒ < ｐ < ｓ ≤＋ ¥ꎬ使得

１
ｐ

＝ λ
ｒ

＋ １ － λ
ｓ

ꎬ对于 ０ < λ < １ 均成立ꎮ 如果

ｆ ∈ Ｌｒ(ＲＮ) ∩ Ｌｓ(ＲＮ) ꎬ那么ꎬ ｆ ∈ Ｌｐ(ＲＮ) 且
‖ｆ‖ｐ ≤ ‖ｆ‖λ

ｒ ‖ｆ‖１－λ
ｓ (３)

　 　 引理 ２.２[２]１７０ꎬ[６]４假设 １ < ｐ < Ｎꎬ Ω 是 ＲＮ 中
一有界区域ꎮ 那么ꎬ Ｗ１ꎬｐ(ΩꎬＲ) →→ Ｌｑ(Ω) ꎬ对

于一切的 １ ≤ ｑ < ｐ∗(ｐ∗: ＝ Ｎｐ
Ｎ － ｐ

) 均成立ꎮ

３　 主要定理证明

定理 １.１ 的证明ꎮ
假设 ｕｎ{ } 是 Ｘ 中一有界序列ꎬ ｕｎ⇀ｕ 在 Ｘ 中

成立ꎬ则 ｕｎ → ｕ 在 Ｌｔ(ＲＮ) ꎬ对一切的 ２≤ ｐ≤ ｔ <
ｐ∗ 均成立ꎮ 当且仅当证明:如果 Ｘ 中的有界序列
ｕｎ{ } ꎬ满足 ｕｎ⇀ｕ 在 Ｘ 中成立ꎬ则 ｕｎ → ｕ 在

Ｌｐ(ＲＮ) 中成立ꎮ
如果 ｕｎ → ｕ ꎬ存在一个正数 θ ∈ (０ꎬ１) ꎬ使

得
１
ｔ

＝ θ
ｐ

＋ １ － θ
ｐ∗ ꎬ那么由引理 ２.１ 推得:

‖ｖｎ‖ｔ
ｔ ＝ ∫

ＲＮ
｜ ｖｎ ｜ θｔ ｜ ｖｎ ｜ (１

－θ)ｔｄｘ ≤｜ ｖｎ ｜ θｔｐ ｜ ｖｎ ｜ (１
－θ)ｔ

ｐ∗

其中ꎬ ｖｎ: ＝ ｕｎ － ｕ ꎮ 由于 ｖｎ{ } 是 Ｌｐ∗(ＲＮ) 中有

界序列ꎬ而 ｖｎ → ０ 在 Ｌｐ(ＲＮ) 中成立ꎬ推得 ｖｎ → ０
在 Ｌｔ(ＲＮ) 中成立ꎮ 也就是说对于一切的 ２ ≤ ｐ
≤ ｔ < ｐ∗ ꎬ ｕｎ → ｕ 在 Ｌｔ(ＲＮ) 中均成立ꎮ

以下证明: ｕｎ → ｕ 在 Ｌｐ(ＲＮ) 成立ꎮ
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记 ｖｎ: ＝ ｕｎ － ｕ ꎬ由 ＨÖｌｄｅｒ 不等式ꎬ推得
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　 　 联立这个连续嵌入不等式以及式子 (４) 及

ｖｎ{ } 有界性ꎬ可推得
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(６)
　 　 因为 (Ｖ０)、(Ｖ２) 成立ꎬ ｖｎ{ } 是 Ｘ 中的有界

序列ꎮ 因此ꎬ结合式(５)和(６)ꎬ对于任意 ϵ > ０ꎬ
容易推得以下结果
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对于足够大的 ｂ 、 Ｒ０ 成立ꎮ
故ꎬ ｕｎ → ｕ 在 Ｌｐ(ＲＮ) 中成立ꎬ证毕ꎮ
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