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非线性矩阵方程双对称解的牛顿￣ＭＣＧ 算法

陈世军

(福建工程学院 应用技术学院ꎬ福建 福州 ３５００００)

摘要: 研究一类含有三次逆幂非线性矩阵方程双对称解数值计算问题ꎮ 先用牛顿算法迭代计算导出

线性矩阵方程双对称解ꎬ再用修正共轭梯度算法(ＭＣＧ算法)求由牛顿算法导出的线性矩阵方程双对

称解或最小二乘双对称解ꎮ 建立牛顿￣ＭＣＧ算法求这类矩阵方程双对称解ꎬ数值算例表明牛顿￣ＭＣＧ
算法是有效的ꎮ
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　 　 双对称矩阵在信息理论、马尔可夫过程、物理

工程等领域中有广泛应用ꎬ很多学者研究了矩阵

方程(组)的双对称解问题[１－９]ꎮ 在控制理论、随
机滤波分析[１０－１２]等领域ꎬ会遇到形如求矩阵方程

Ｘ ＋ Ｅ１ Ｘ
－１ Ｆ１ ＋ Ｅ２ Ｘ

－２ Ｆ２ ＋ Ｅ３ Ｘ
－３ Ｆ３ ＝ Ｇ (１)

的特殊解问题ꎬ其中 ＥｉꎬＦｉꎬＧꎬＸ∈ Ｒｎ×ｎ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ
３) ꎮ 本文拟用牛顿￣修正共轭梯度算法 (牛顿￣
ＭＣＧ算法)求解矩阵方程(１)的双对称解ꎮ

１　 求解方程(１)双对称解的牛顿算法

定义 １　 划分 ｎ 阶单位矩阵 Ｉ ＝ (ｅ１ꎬｅ２ꎬ􀆺ꎬ

ｅｎ) ꎬ称 Ｓｎ ＝ (ｅｎꎬｅｎ－１ꎬ􀆺ꎬｅ１) 为 ｎ 阶次单位矩阵ꎮ
若 Ｘ∈Ｒｎ×ｎ 满足 ＳｎＸ Ｓｎ ＝ Ｘ 且 ＸＴ ＝ Ｘ ꎬ称 Ｘ 为双

对称矩阵ꎬ用 ＢＳＲｎ×ｎ 表示双对称矩阵集合ꎮ
令 Ｘ ＝ Ｘ －１ ꎬ则方程(１)可以改为

Ｘ －１ ＋ Ｅ１Ｘ Ｆ１ ＋ Ｅ２ Ｘ２ Ｆ２ ＋ Ｅ３ Ｘ３ Ｆ３ ＝ Ｇ
为了方便书写ꎬ引入下列矩阵函数:

ψ(Ｘ) ＝ｄｅｆ Ｘ －１ ＋ Ｅ１Ｘ Ｆ１ ＋ Ｅ２ Ｘ２ Ｆ２ ＋ Ｅ３ Ｘ３ Ｆ３ － Ｇ
因为

ｄ(ψ(Ｘ ＋ ｔＹ))
ｄｔ ｔ ＝ ０ ＝ Ｅ１Ｙ Ｆ１ ＋ Ｅ２(ＸＹ ＋ ＹＸ) Ｆ２ ＋

Ｅ３(ＸＹＸ ＋ Ｘ２Ｙ ＋ Ｙ Ｘ２) Ｆ３ － Ｘ －１Ｙ Ｘ －１
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所以记

φＸ(Ｙ) ＝ｄｅｆ Ｅ１Ｙ Ｆ１ ＋ Ｅ２(ＸＹ ＋ ＹＸ) Ｆ２ ＋
Ｅ３(ＸＹＸ ＋ Ｘ２Ｙ ＋ Ｙ Ｘ２) Ｆ３ － Ｘ －１Ｙ Ｘ －１

γＸ(Ｙ) ＝∑
＋¥

ｋ ＝ １
( － Ｘ －１Ｙ) ｋ Ｘ －１ ＋ Ｅ２ Ｙ２ Ｆ２ ＋

Ｅ３(Ｘ Ｙ２ ＋ Ｙ２Ｘ ＋ ＹＸＹ ＋ Ｙ３) Ｆ３
容易导出

ψ(Ｘ ＋ Ｙ) ＝ ψ(Ｘ) ＋ φＸ(Ｙ) ＋ γＸ(Ｙ) (２)
这里 φＸ(Ｙ) 是 ψ(Ｘ) 在“点 Ｘ ”沿着“方向 Ｙ ”的
Ｆｒｅｃｈｅｔ导数ꎮ

引理 １[８] 　 设 Ｘ∈ ＢＳＲｎ×ｎ 是方程(１)的近似

解ꎬ则求方程(１)双对称解 Ｘ 可转化为求校正值

Ｙ∈ＢＳＲｎ×ｎ 使得 ψ(Ｘ ＋ Ｙ) ＝Ｏ ꎬ并可以线性化为

求 Ｙ∈ ＢＳＲｎ×ｎ 使得

φＸ(Ｙ) ＝ － ψ(Ｘ) (３)
　 　 在引理 １ 中ꎬ φＸ(Ｙ) ＝ － ψ(Ｘ) 的解 Ｙ ∈
ＢＳＲｎ×ｎ 一般不是 ψ(Ｘ ＋ Ｙ) ＝ Ｏ 的精确解ꎬ从而由

Ｘ∗ ＝Ｘ ＋ Ｙ 确定的 Ｘ∗∈ＢＳＲｎ×ｎ 也不是 ψ(Ｘ)＝Ｏ
的精确解ꎬ但是可以看作一个近似解ꎮ 借鉴牛顿

算法的原理ꎬ建立求方程(１)双对称解的牛顿算

法如下:
第 １步:给定矩阵 Ｘ(ｋ) ∈ ＢＳＲｎ×ｎ ꎬ置 ｋ ∶ ＝ １ꎮ
第 ２步:若 ψ(Ｘ(ｋ)) ＝ Ｏ ꎬ计算停止ꎻ否则ꎬ求

Ｙ(ｋ) ∈ ＢＳＲｎ×ｎ ꎬ使得

φＸ(ｋ)(Ｙ(ｋ)) ＝ － ψ(Ｘ(ｋ))
　 　 第 ３步:计算 Ｘ(ｋ＋１) ＝ Ｘ(ｋ) ＋ Ｙ(ｋ) ꎬ置 ｋ ∶ ＝ ｋ ＋
１ ꎬ转第 ２步ꎮ

文献[１３]中给出了关于牛顿迭代法求非线

性矩阵方程的收敛性结论:假设 Ｘ∗ 是方程(３)的
解ꎬ则由牛顿算法生成的矩阵序列 Ｘ(ｋ){ } 收敛于

Ｘ∗ ꎮ 此外ꎬ牛顿算法的关键是求解线性矩阵方

程(３)ꎮ 但由于截断误差的存在ꎬ对牛顿法中的

某个迭代步 ｋ ꎬ矩阵方程(３)可能没有双对称解ꎬ
此时可求它的最小二乘双对称解ꎬ这也是牛顿￣
ＭＣＧ算法的一个特点ꎮ

２　 求线性矩阵方程(３)双对称解的
ＭＣＧ 算法

　 　 记

Ａ１ ＝ Ｅ１ꎬ Ｂ１ ＝ Ｆ１ꎬ Ａ２ ＝ Ｅ２Ｘꎬ Ｂ２ ＝ Ｆ２ꎬ Ａ３ ＝
Ｅ２ꎬ Ｂ３ ＝ Ｘ Ｆ２ꎬ

Ａ４ ＝ Ｅ３Ｘꎬ Ｂ４ ＝ Ｘ Ｆ３ꎬ Ａ５ ＝ Ｅ３ Ｘ２ꎬ Ｂ５ ＝ Ｆ３ꎬ

Ａ６ ＝ Ｅ３ꎬ Ｂ６ ＝ Ｘ２ Ｆ３ꎬ
Ａ７ ＝ － Ｘ －１ꎬ Ｂ７ ＝ Ｘ －１ꎬ Ｆ ＝ － (Ｘ －１ ＋ Ｅ１ＸＦ１ ＋

Ｅ２ Ｘ２ Ｆ２ ＋ Ｅ３ Ｘ３ Ｆ３ － Ｇ)
下面建立求方程(３)双对称解和最小二乘双

对称解的 ＭＣＧ算法ꎬ考虑方程(３)的一般形式

∑
７

ｉ ＝ １
ＡｉＹ Ｂｉ ＝ Ｆ (４)

其中 ＡｉꎬＢｉꎬＣｉꎬＤｉꎬＦ∈ Ｒｎ×ｎ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ７) ꎮ
问题Ⅰ　 当方程(４)有双对称解时ꎬ求 Ｙ ∈

ＢＳＲｎ×ｎ ꎬ使其满足方程(４)ꎮ
问题Ⅱ　 当方程(４)无双对称解时ꎬ求 Ｙ ∈

ＢＳＲｎ×ｎ ꎬ使得

‖∑
７

ｉ ＝ １
ＡｉＹ Ｂｉ － Ｆ‖ ＝ ｍｉｎ (５)

当方程(４)有双对称解时ꎬ称问题Ⅰ相容ꎻ否则称

问题Ⅰ不相容ꎮ
参考文献[８]的算法原理ꎬ通过修改矩阵 Ｑｋ

的类型ꎬ在共轭梯度法的基础上建立求解问题Ⅰ
的 ＭＣＧ算法如下ꎮ 引入记号:

μ(Ｙ) ＝ｄｅｆ∑
７

ｉ ＝ １
ＡｉＹ Ｂｉꎬ　 ｗ(Ｒ) ＝ｄｅｆ∑

７

ｉ ＝ １
ＡＴｉ Ｒ ＢＴｉ

　 　 算法 １(求解问题 Ｉ的 ＭＣＧ算法)
第 １步:任意给定初始矩阵 Ｙ(ｋ) ∈ ＢＳＲｎ×ｎ ꎬ

置 ｋ ∶ ＝ １ꎬ计算

Ｒｋ ＝ Ｆ － μ(Ｙ(ｋ)) ꎬ Ｒ
~
ｋ ＝ ｗ(Ｒｋ) ꎬ

Ｑｋ ＝
１
４

Ｒ
~
ｋ ＋ Ｒ

~ Ｔ
ｋ ＋ Ｓｎ(Ｒ

~
ｋ ＋ Ｒ

~ Ｔ
ｋ ) Ｓｎ( )

第 ２步:如果 Ｒｋ ＝ Ｏ ꎬ或者 Ｒｋ ≠ Ｏ 而 Ｑｋ ＝
Ｏ ꎬ则停止计算ꎻ否则计算

α ｋ ＝
‖ Ｒｋ‖２

‖ Ｑｋ‖２ ꎬ　 Ｙ(ｋ＋１) ＝ Ｙ(ｋ) ＋ α ｋ Ｑｋ

第 ３步:计算

Ｒｋ＋１ ＝ Ｆ － μ(Ｙ(ｋ＋１))ꎬ　 Ｒ
~
ｋ＋１ ＝ ｗ(Ｒｋ＋１)ꎬ

βｋ＋１ ＝
‖ Ｒｋ＋１‖２

‖ Ｒｋ‖２

Ｑｋ＋１ ＝
１
４

Ｒ
~
ｋ＋１ ＋ Ｒ

~ Ｔ
ｋ＋１ ＋ Ｓｎ(Ｒ

~
ｋ＋１ ＋ Ｒ

~ Ｔ
ｋ＋１) Ｓｎ( ) ＋

βｋ＋１ Ｑｋ

　 　 第 ４步:置 ｋ ∶ ＝ ｋ ＋ １ꎬ转第 ２步ꎮ
显然ꎬ算法 １ 中的矩阵 Ｙ(ｋ)ꎬＱｋ ∈ ＢＳＲｎ×ｎ ꎮ

下面给出算法 １ 的基本性质ꎬ证明算法 １ 在有限

步计算之后停止ꎬ具体证明过程参考文献[１４]ꎮ
性质 １ 　 对于算法 １ 中的矩阵 Ｒｉ ꎬ Ｑｉ 和

３０３
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Ｒ
~
ｉ ꎬ有

ｔｒ(ＲＴ
ｉ＋１ Ｒ ｊ) ＝ ｔｒ(ＲＴ

ｉ Ｒ ｊ) －
‖ Ｒｉ‖２

‖ Ｑｉ‖２ ｔｒ(Ｑ
Ｔ
ｉ Ｒ

~
ｊ)

性质 ２　 设 ｋ ≥ ２ꎬ对算法 １ 中的矩阵 Ｒｉ 和
Ｑ ｊ ꎬ有

ｔｒ(ＲＴ
ｉ Ｒ ｊ) ＝ ０ꎬ ｔｒ(ＱＴ

ｉ Ｑ ｊ) ＝ ０ ( ｉ≠ ｊꎻｉꎬｊ ＝ １ꎬ２ꎬ
􀆺ꎬｋ)

性质 ３　 设 Ｙ
－
∈ＢＳＲｎ×ｎ 是问题Ⅰ的任意一个

双对称解ꎬ对任意初始矩阵 Ｙ(１) ∈ ＢＳＲｎ×ｎ ꎬ由算
法 １得到的矩阵 Ｒｋꎬ Ｙ(ｋ) 和 Ｑｋ 满足

ｔｒ(ＱＴ
ｋ(Ｙ

－
－ Ｙ(ｋ))) ＝ ‖ Ｒｋ‖２(ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺)

　 　 定理 １ 　 设问题Ⅰ有双对称解ꎬ任意给定初

始矩阵 Ｙ(１) ∈ＢＳＲｎ×ｎ ꎬ算法Ⅰ可在有限步计算后
求得问题Ⅰ的一组解ꎮ 问题Ⅰ无双对称解的充要
条件是存在正整数 ｋ ꎬ使得在算法 １得到的 Ｒｋ ≠
Ｏ 而 Ｑｋ ＝ Ｏ ꎮ

定理 ２　 设问题Ⅰ有双对称解ꎬ选取初始矩

阵 Ｙ(１) ∈ ＢＳＲｎ×ｎ 如下

Ｙ(１) ＝ １
４

μ(Ｈ) ＋ μＴ(Ｈ) ＋ Ｓｎ(μ(Ｈ) ＋ μＴ(Ｈ)) Ｓｎ( )

∀Ｈ∈ Ｒｎ×ｎ( )

则在有限步迭代计算后可得问题Ⅰ的唯一极小范

数解ꎮ

３　 求解问题Ⅱ的 ＭＣＧ 算法

根据定理 １ꎬ在算法 １中ꎬ当 Ｒｋ≠Ｏ而 Ｑｋ ＝Ｏ
时ꎬ算法 １ 中断ꎬ表明线性方程(４)无双对称解ꎬ
需要求解方程(４)最小二乘双对称解ꎮ 下面把问

题Ⅱ的求解转化为求解等价正规方程双对称解问

题ꎮ 参照算法 １ꎬ建立求方程(４)最小二乘双对称

解的迭代算法ꎮ
引进记号:
ｆ(Ｙ) ＝ ｗ(μ(Ｙ)) ＋ [ｗ(μ(ＹＴ))] Ｔ ＋

Ｓｎ(ｗ(μ(ＳｎＹ Ｓｎ)) ＋ [ｗ(μ(Ｓｎ ＹＴ Ｓｎ))] Ｔ) Ｓｎ

Ｎ ＝ ｗ(Ｆ) ＋ [ｗ(Ｆ)]Ｔ ＋ Ｓｎ(ｗ(Ｆ) ＋ [ｗ(Ｆ)]Ｔ) Ｓｎ

Ｍ ＝

∑
７

ｉ ＝ １
Ａｉ 􀱋 ＢＴｉ

∑
７

ｉ ＝ １
Ａｉ 􀱋 ＢＴｉ( ) Ｔｎꎬｎ

∑
７

ｉ ＝ １
Ａｉ Ｓｎ 􀱋 ＢＴｉ Ｓｎ

∑
７

ｉ ＝ １
Ａｉ Ｓｎ 􀱋 ＢＴｉ Ｓｎ( ) Ｔｎꎬｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ｆ ＝

ｖｅｃ(Ｆ)

ｖｅｃ(Ｆ)

ｖｅｃ(Ｆ)

ｖｅｃ(Ｆ)

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎬｙ ＝ ｖｅｃ(Ｙ)

　 　 定理 ３ 　 问题Ⅱ的解等价于线性矩阵方程

ｆ(Ｙ) ＝ Ｎ 的双对称解ꎬ而且此线性矩阵方程必有

双对称解ꎮ
证　 问题Ⅱ的求解等价于求 Ｙ ∈ ＢＳＲｎ×ｎ ꎬ

使得

‖∑
７

ｉ ＝ １
ＡｉＹ Ｂｉ － Ｆ‖ ＋ ‖∑

７

ｉ ＝ １
Ａｉ ＹＴ Ｂｉ － Ｆ‖ ＋

‖∑
７

ｉ ＝ １
Ａｉ ＳｎＹ Ｓｎ Ｂｉ － Ｆ‖ ＋

‖∑
７

ｉ ＝ １
Ａｉ Ｓｎ ＹＴ Ｓｎ Ｂｉ － Ｆ‖ ＝ ｍｉｎ (６)

下面证明求极小值问题(６)等价于求矩阵方程

ｆ(Ｙ) ＝ Ｎ 双对称解ꎮ 将矩阵方程组

∑
７

ｉ ＝ １
ＡｉＹ Ｂｉ ＝ Ｆꎬ∑

７

ｉ ＝ １
Ａｉ ＹＴ Ｂｉ ＝ Ｆ

∑
７

ｉ ＝ １
Ａｉ ＳｎＹ Ｓｎ Ｂｉ ＝ Ｆꎬ∑

７

ｉ ＝ １
Ａｉ Ｓｎ ＹＴ Ｓｎ Ｂｉ ＝ Ｆ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(７)
按行拉直可得线性代数方程组 Ｍｙ ＝ ｆ ꎬ其中 Ｔｍꎬｎ

表示满足 ｖｅｃ(ＡＴ) ＝ Ｔｍꎬｎ ｖｅｃ(Ａｍ×ｎ) 的列交换矩

阵[１６]ꎮ 易见ꎬ求方程组 Ｍｙ ＝ ｆ 最小二乘解等价于

求矩阵方程组(７)的最小二乘解ꎬ即求极小值问题

(６)的解ꎮ 方程组 Ｍｙ ＝ ｆ 的正规方程组为 ＭＴＭｙ
＝ ＭＴｆ ꎬ还原为矩阵形式即为矩阵方程 ｆ(Ｙ)＝ Ｎ ꎮ

综上所述ꎬ求解问题Ⅱ等价于求矩阵方程

ｆ(Ｙ) ＝ Ｎ 双对称解ꎮ 因为正规方程组 ＭＴＭｙ ＝
ＭＴｆ 有解ꎬ所以矩阵方程 ｆ(Ｙ) ＝ Ｎ 一定有解ꎮ 假

设 Ｙ
~
是它的一组解(未必是双对称解)ꎬ则 ｆ(Ｙ

~
) ＝

Ｎ ꎬ令 Ｙ
~ ∗ ＝ １

４
(Ｙ

~ ＋ Ｙ
~ Ｔ ＋ Ｓｎ(Ｙ

~ ＋ Ｙ
~ Ｔ) Ｓｎ) ꎬ显然 Ｙ

~ ∗

∈ ＢＳＲｎ×ｎ ꎬ且有 ｆ(Ｙ
~ ∗) ＝ Ｎ ꎬ故方程 ｆ(Ｙ) ＝ Ｎ 一

定有双对称解ꎮ
参照算法 １ 以及文献[１１]的算法原理ꎬ建立

求矩阵方程 ｆ(Ｙ) ＝ Ｎ 双对称解ꎬ即求解问题Ⅱ的

ＭＣＧ算法如下ꎮ
算法 ２(求解问题Ⅱ的 ＭＣＧ算法)
第 １步:给定矩阵 Ｙ(ｋ) ∈ ＢＳＲｎ×ｎ ꎬ置 ｋ ∶ ＝ １ꎬ

计算

４０３



第 ３期 陈世军: 非线性矩阵方程双对称解的牛顿￣ＭＣＧ算法

Ｒｋ ＝ Ｎ － ｆ(Ｙ(ｋ))ꎬ Ｒ
~
ｋ ＝ ｆ(Ｒｋ)ꎬ Ｑｋ ＝ Ｒ

~
ｋ

　 　 第 ２步:若 Ｒｋ ＝ Ｏ ꎬ则停止计算ꎻ否则计算

α ｋ ＝
‖ Ｒｋ‖２

‖ Ｑｋ‖２ ꎬ Ｙ
(ｋ＋１) ＝ Ｙ(ｋ) ＋ α ｋ Ｑｋ

第 ３步:计算

Ｒｋ＋１ ＝ Ｎ － ｆ(Ｙ(ｋ＋１)) ꎬ Ｒ
~
ｋ＋１ ＝ ｆ(Ｒｋ＋１) ꎬ β ｋ＋１ ＝

‖ Ｒｋ＋１‖２

‖ Ｒｋ‖２ ꎬ Ｑｋ＋１ ＝ Ｒ
~
ｋ＋１ ＋ β ｋ＋１ Ｑｋ

第 ４步:置 ｋ ∶ ＝ ｋ ＋ １ꎬ转第 ２步ꎮ
易见ꎬ在算法 ２中矩阵 Ｙ(ｋ)ꎬＱｋ∈ＢＳＲｎ×ｎ ꎬ对

于算法 ２有类似于算法 １的收敛定理ꎮ
定理 ４　 给定初始矩阵 Ｙ(１) ∈ ＢＳＲｎ×ｎ ꎬ算法

２在有限步迭代计算后可得问题Ⅱ解ꎬ即矩阵方

程(４)最小二乘双对称解ꎮ

４　 数值算例

下面给出两个算例ꎬ在例 １中ꎬ通过改变矩阵

的阶数ꎬ说明文中建立的算法 １ 和算法 ２ 是可行

的ꎬ且具有很高的效率ꎮ 在例 ２ 中ꎬ通过和文献

[１５]的算法(简称 Ｌｉ 算法)作比较ꎬ说明本文中

建立的牛顿￣ＭＣＧ 算法适用范围更广ꎬ且能求出

此类矩阵双对称约束解ꎮ 用 ｔ 表示计算时间(ｓ)、
ｎ 代表矩阵的阶数、 ｋ１ 代表算法 １ 迭代次数、 ｋ１２
代表算法 １ 中断次数、 ｋ２ 代表算法 ２ 迭代次数、
ｅｒｒｏｒ代表实际误差的范数ꎮ

采用如下计算步骤:
第 １步:给定矩阵 Ｘ(１) ∈ ＢＳＲｎ×ｎ ꎬ置 ｋ ∶ ＝ １ꎮ
第 ２步:若 ψ(Ｘ(ｋ)) ＝ Ｏ ꎬ计算停止ꎻ否则ꎬ采

用算法 １求矩阵方程(４)的双对称解ꎻ若方程(４)
无双对称解ꎬ则采用算法 ２ 求 Ｙ(ｋ) ∈ ＢＳＲｎ×ｎ ꎬ
使得

‖φＸ(ｋ)(Ｙ(ｋ)) ＋ ψ(Ｘ(ｋ))‖ ＝ ｍｉｎ
第 ３步:计算 Ｘ(ｋ＋１) ＝ Ｘ(ｋ) ＋ Ｙ(ｋ) ꎬ置 ｋ ∶ ＝ ｋ ＋

１ ꎬ转第 ２步ꎮ
例 １　 用本文建立的算法 １ 和算法 ２ 求矩阵

方程(１)的一组双对称解和最小二乘双对称解ꎬ
取方程(１)系数矩阵均为 ｎ 阶方阵ꎬ系数矩阵、终
止准则如下:

Ｅ１ ＝ Ｅ２ ＝ Ｆ１ ＝ Ｆ２ ＝ Ｉ ꎬ Ｅ３ ＝ － ２ ＩＴꎬＦ３ ＝ ２Ｉ ꎬ Ｇ
＝ Ｉ ꎬ Ｘ１ ＝ Ｉ ꎬ ε ＝ １０ －９ (终止准则)ꎬ

选取初始矩阵 Ｙ１ ＝ Ｏ ꎬ按计算步骤求得矩阵

方程(１)的双对称解ꎬ结果如表 １(ＭＡＴＬＡＢ 软件

２０１４版－ＰＩＶ３.０ ＧＨｚ微机)ꎮ

表 １　 方程(１)的双对称解计算结果

Ｔａｂ.１　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｏｆ ｅｑｕａｔｉｏｎ(１)

ｎ ｔ / ｓ ｋ１ ｋ１２ ｋ２ ｅｒｒｏｒ

１６０ ３.５２５ ７ ３２５ ０ ０ ２.００１ ７ｅ－１１

３２０ ３３.９５４ ５ ３４０ ０ ０ ３.８３５ ２ｅ－１１

６４０ ２２２.７４７ ４ ３６８ ０ ０ ２.８５０ ５ｅ－０８

８００ ５９５.０９３ １ ５１８ ０ ０ ７.１２４ ５ｅ－０８

当 ｎ ＝ ４时ꎬ可得矩阵方程(１)的双对称解为

Ｘ ＝

０.０７４ ６ １.１３７ ０ ０ － ０.５６８ ５
１.１３７ ０ ０.０７４ ６ ０.５６８ ５ ０
０ ０.５６８ ５ ０.０７４ ６ １.１３７ ０

－ ０.５６８ ５ ０ １.１３７ ０ ０.０７４ ６

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

　 　 例 ２　 用本文算法 １、算法 ２和文献[１５]的 Ｌｉ
算法求方程(１)的特例 Ｘ － Ａ∗ Ｘ －３Ａ ＝ Ｑ ꎬ取该特

例方程系数矩阵、初始矩阵 Ｘ１、终止准则如下:
Ａ ＝ Ｉ ꎬ Ｇ ＝ Ｉ ꎬ Ｘ１ ＝ Ｉ ꎬ ε ＝ １０ －９ (终止准则)ꎬ
(１)选取初始矩阵 Ｙ１ ＝ Ｏ ꎬ按照算法 １ 和 Ｌｉ

算法求阵方程 Ｘ － Ａ∗ Ｘ －３Ａ ＝Ｑ的一组双对称解ꎬ
结果如表 ２ꎮ

表 ２　 算法 １ 与 Ｌｉ 算法比较结果

Ｔａｂ.２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １ ａｎｄ Ｌｉ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

算法 １

ｎ ｔ / ｓ ｋ１

Ｌｉ算法

４ ０.０４４ １ １７

８ ０.０１０ ６ ５２

１２ ０.００７ ５ ４９

１６ ０.０１０ ８ ５６

不收敛

(２)当矩阵 Ｇ 为元素全为 １ 的 ｎ 阶方阵时ꎬ
文献[１５]中的 Ｌｉ算法失效ꎬ因为矩阵 Ｇ 不正定ꎬ
不满足文献[１５]中算法条件ꎮ 但本文中的牛顿￣
ＭＣＧ算法有效ꎬ能求出方程(１)的双对称解ꎬ结果

如表 ３ꎮ
从表 １ 可以看出ꎬ算法 １ 和算法 ２ 求解矩阵

方程(１)是有效的ꎬ当方程(１)有双对称解时ꎬ可
以求出其双对称解ꎮ 当算法 １ 中断时ꎬ可以通过

算法 ２计算方程(１)的最小二乘双对称解ꎮ 从表
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２ꎬ３可以看出ꎬ与文献[１５]中的 Ｌｉ 算法比较ꎬ本
文建立的牛顿￣ＭＣＧ 算法适应范围更广ꎬ能求出

矩阵方程(１)特例方程的双对称解ꎮ

表 ３　 牛顿￣ＭＣＧ算法求方程(１)特例的双对称解计算结果

Ｔａｂ.３　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐｅｃｉａｌ ｃａｓｅｓ ｏｆ
ｅｑｕａｔｉｏｎ (１) ｗｉｔｈ Ｎｅｗｔｏｎ￣ＭＣＧ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

ｎ ｔ / ｓ ｋ１ ｋ１２ ｋ２ ｅｒｒｏｒ

１２ ０.０８４ ３ ７４５ ０ ０ ４.５８４ ５ｅ－１０

１６ ０.０７２ ２ ５５６ ０ ０ １.２２５ １ｅ－１２

２０ ０.１０５ ３ ７３０ ０ ０ ５.０２０ ２ｅ－１２

５　 结论

本文建立基于牛顿算法和共轭梯度算法原理

建立的单变量非线性矩阵方程(１)双迭代算法ꎬ
文中采用的 ＭＣＧ算法不同于通常的共轭梯度法ꎬ
它不要求涉及的等价线性矩阵方程(３)的系数矩

阵对称正定、可逆或者列满秩ꎬ因此总是可行的ꎮ
本文建立的迭代算法仅要求方程(１)有双对称

解ꎬ不要求方程(１)的双对称解唯一ꎬ也不要求由

牛顿算法每一步迭代计算导出的矩阵方程有双对

称解ꎮ 将牛顿￣ＭＣＧ算法运用于其他非线性矩阵

方程ꎬ这是下一步的研究的重点ꎮ
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