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摘要: 研究带有未知参数和外界扰动的异结构混沌系统有限时间同步ꎬ采用自适应控制方法实现系

统的有限时间同步ꎬ引入虚拟未知参数有效地避免控制器和参数更新率中出现系统未知参数问题ꎮ
通过数值仿真验证了该方法的有效性ꎮ
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　 　 近年来ꎬ由于混沌系统的理论研究价值及其

在实际应用中的优势ꎬ混沌同步研究在不同领域

被研究、关注[１－４]ꎮ 有限时间同步是混沌同步研

究的主要问题之一ꎬ目前已取得一系列成果[５－１２]:
对于两个带有不确定性的异结构二阶混沌系统ꎬ
采用状态反馈控制器实现有限时间同步[５]ꎻ对于

两个相同的 ４ 阶 Ｒａｂｉｎｏｖｉｃｈ 超混沌系统ꎬ设计反

馈控制器实现主从系统有限时间同步 [１０] ꎻ对于

两个相同的混沌系统ꎬ利用非奇异坐标变换ꎬ设计

自适应控制器实现系统的有限时间同步[１１]ꎻ对于

两个带有或不带有未知参数的异阶混沌系统ꎬ分
别设计自适应控制器和反馈控制器实现有限时间

同步[１２]ꎮ 但是文献[５][１２]中的控制器包含主－

从系统的所有信息ꎬ一般情况下很难实现ꎮ
实际系统难免存在不确定性ꎬ因此ꎬＦ. Ａｍａｔｏ

等研究带有时变未知参数和参数扰动的线性系统

有限时间控制问题[１３]ꎮ 对于带有非线性不确定性

的一类混沌系统ꎬＴ.Ｇ. Ｇａｏ 等设计滑模控制器ꎬ使
系统在有限时间内有效跟踪一个光滑目标轨

迹[１４]ꎮ 对于两个完全相同的混沌系统ꎬＨ. Ｗａｎｇ
等设计含有 ｅβ(β ＝ ｑ / ｐ < １)项的控制器实现有限

时间同步[１５]ꎮ 对于带有不确定性的永磁同步电动

机系统ꎬＹ. Ｈ. Ｓｕｎ 等设计自适应控制器实现系统

的有限时间同步和参数识别[１６]ꎮ 对于两个相同的

二阶非自治混沌系统ꎬＹ.Ｑ. Ｙａｎｇ 等设计线性状态

反馈控制器实现主－从系统有限时间同步[１７]ꎮ
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　 　 本研究引入虚拟未知参数实现结构混沌系统

的有限时间同步ꎬ避免了控制器和参数更新率中

出现系统未知参数ꎬ在此基础上ꎬ采用自适应控制

方法实现混沌系统的有限时间同步ꎮ

１　 问题描述

考虑带有未知参数和外界扰动的系统

ｘ􀅰 ＝ ｆ(ｘ) ＋ Ｆ(ｘ)α ＋ ｄ(ｘꎬｔ) (１)
其中 ｘ∈ Ｒｎ 是系统状态变量ꎬ α∈ Ｒｍ 是未知参

数ꎬ ｆ(ｘ) ∈ Ｒｎ×１、Ｆ(ｘ) ∈ Ｒｎ×ｍ 是非线性矩阵函

数ꎬ ｄ(ｘꎬｔ) ∈ Ｒｎ 是外界扰动ꎮ
引入虚拟未知参数 αｍ＋１ ꎬ 方程(１)改写为

ｘ􀅰 ＝ ｆ(ｘ) ＋ Ｆ(ｘ)α ＋ ｄ(ｘꎬｔ) (２)

其中 ｆ(ｘ) ∈ Ｒｎ×１、Ｆ(ｘ) ∈ Ｒｎ×(ｍ＋１) 是非线性函

数ꎬ αＴ ＝ (αＴꎬαｍ＋１) ∈ Ｒｍ＋１ 是新的参数ꎮ 称

Ｆ(ｘ) 中与虚拟参数 αｍ＋１ 对应的项为虚拟项ꎮ
注 １. 许多混沌系统都可以描述为系统(１) 、

(２)的形式ꎮ 以 Ｌｏｒｅｎｚ系统为例ꎬ
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ｆ(ｘ) ＋ Ｆ(ｘ)α. (３)
其中 α１ꎬα２ꎬα３ 为未知参数ꎬ α４ ＝ １是虚拟未知参

数ꎬ － ｘ２ 是与未知参数 α４ 相对应的虚拟项ꎮ 显

然ꎬ虚拟未知参数 α４ ＝ １是系统已知项 － ｘ２ 的系

数ꎬ故虚拟未知参数的选取不会对理论和仿真结

果产生影响ꎮ 值得注意的是ꎬ ｆ(ｘ) 中每个线性或

非线性元素都可作为 Ｆ(ｘ) 中与虚拟参数 αｍ＋１ꎬ
(αｍ＋１ ≠ ０) 对应的虚拟项ꎮ

注 ２. 系统(１)与(２)是一致的ꎬ虚拟未知参

数并不改变系统的行为ꎮ

２　 有限时间同步

令方程 (１)为驱动系统ꎬ其对应的响应系

统为

ｙ􀅰 ＝ ｇ(ｙ) ＋ Ｇ(ｙ)β ＋ ｕ( ｔꎬｘ) (４)
响应系统(４)所对应的含有虚拟未知参数的系

统为

ｙ􀅰 ＝ ｇ(ｙ) ＋ Ｇ(ｙ)β ＋ ｕ( ｔꎬｘ) (５)

其中 ｙ∈Ｒｎ 是系统状态向量ꎬ ｇ(ｙ) ∈Ｒｎ×１ꎬｇ(ｙ)

∈Ｒｎ×１ꎬＧ(ｙ) ∈Ｒｎ×ｌꎬＧ(ｙ) ∈Ｒｎ×( ｌ ＋１) 是非线性函

数ꎮ β
－
Ｔ ＝ (β Ｔꎬβ ｌ ＋１) ∈ Ｒｌ ＋１ ꎬ其中 β ∈ Ｒ ｌ 是系统

(４)中的未知参数ꎬ而 β ｌ ＋１ 是虚拟未知参数ꎬ ｕ( ｔꎬ
ｘ) 是控制器ꎮ

在设计控制器 ｕ( ｔꎬｘ) 和参数更新率实现耦

合系统(１)与(４)的有限时间同步ꎮ 由于系统的

等价性ꎬ将其变化为系统(２)与(５)的有限时间同

步问题ꎮ 为此ꎬ给出下列假设:

Ｈ１. 非线性函数 ｆ(􀅰)、ｇ(􀅰) 是连续且光滑

的ꎮ 即存在一个正常数 Ｍꎬ使得

‖ｆ (ｘ) － ｇ (ｘ)‖ ≤ Ｍ.

　 　 Ｈ２.非线性函数 ｇ(􀅰) 满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件ꎬ即

‖ｇ(ｘ) － ｇ(ｙ)‖ ≤ Ｌｇ‖ｘ － ｙ‖
其中 Ｌｇ 是适当的正常数ꎮ 这里‖􀅰‖表示矩阵

范数ꎬ即对任意矩阵 Ａ ＝ (ａｉｊ) ｎ×ｍ ꎬ有 ‖Ａ‖ ＝

(∑
ｍ

ｊ ＝ １
∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａ２ｉｊ)

１ / ２
ꎮ

Ｈ３. 不确定参数 αꎬβ 和外界扰动 ｄ(ｘꎬｔ) 均

范数有界ꎬ即
‖α‖≤ δαꎬ‖β‖≤ δβꎬ‖ｄ(ｘꎬｔ)‖ ≤ δｄꎬ

其中 δαꎬδβꎬ δ ｄ是正常数ꎮ 因此ꎬ存在两个正常数

δ α 、 δ β ꎬ使得

‖α‖ ＝ δα ≤ δα ＋ αｍ＋１ ꎬ

‖β‖ ＝ δβ ≤ δβ ＋ βｌ ＋１ .
　 　 定义误差变量 ｅ ＝ ｘ － ｙ ꎬ可得误差系统为

ｅ􀅰 ＝ ｆ(ｘ) － ｇ(ｙ) ＋ Ｆ(ｘ)α － Ｇ(ｙ)β ＋
ｄ(ｘꎬｔ) － ｕ( ｔꎬｘ) (６)

因此系统(２)－(５)的有限时间同步问题转化为误

差系统(６)的有限时间稳定问题ꎮ 下文给出有限

时间同步的定义和一些引理ꎮ
定义[１５] 　 考虑两个混沌系统:

ｘ􀅰ｍ ＝ ｆ(ｘｍ)ꎬ ｘ
􀅰

ｓ ＝ ｈ(ｘｍꎬｘｓ)ꎬ (７)
其中 ｘｍꎬｘｓ 是 ｎ 维向量ꎮ 下标‘ ｍ ’、‘ ｓ ’分别表

示主、从系统ꎮ ｆ:Ｒｎ → Ｒｎ 、 ｈ:Ｒｎ → Ｒｎ 是向量函

数ꎮ 如果存在一个常数 Ｔ > ０ꎬ 使得

８７
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ｌｉｍ
ｔ→Ｔ
‖ｘｍ － ｘｓ‖ ＝ ０ꎬ

且若 ｔ≥ Ｔ ꎬ有‖ｘｍ － ｘｓ‖≡ ０ꎬ则称系统(７)有
限时间同步ꎮ

引理 １[１８] 　 假设连续正定函数 Ｖ( ｔ) 满足下

列不等式ꎬ Ｖ˙( ｔ) ≤－ ｃＶη( ｔ)ꎬ∀ｔ > ０ꎬＶ( ｔ０) ≥ ０ꎬ
其中 ｃ > ０ꎬ０ < η < １是常数ꎬ则对于任意给定正

常数 ｔ０ꎬ Ｖ( ｔ) 满足 Ｖ１－η( ｔ) ≤ Ｖ１－η( ｔ０) － ｃ(１ －
η)( ｔ － ｔ０)ꎬ ｔ０≤ ｔ≤ ｔ１ꎬ且当 ｔ > ｔ１ 时ꎬ有 Ｖ( ｔ) ≡

０ ꎬ其中 ｔ１ ＝ ｔ０ ＋
Ｖ１－η( ｔ０)
ｃ(１ － η)

ꎮ

引理 ２[６] 　 对于任意给定 ａꎬｂ ∈ Ｒꎬ０ < ｑ ≤
１ꎬ下 列 不 等 式 成 立ꎬ ａ ＋ ｂ( ) ｑ ≤ ａ ｑ

＋ ｂ ｑ .
下面给出主要结果ꎮ
定理 １　 若假设条件 Ｈ１~Ｈ３成立ꎬ且满足下

列条件:
(Ι) 控制器

ｕ(ｘꎬｔ) ＝

ｋ１ｅ ＋ (ｋ２ ＋ １) ｅ
‖ｅ‖

＋ Ｆ(ｘ) α^ － Ｇ(ｙ)β＾ ꎬ ｅ≠ ０

Ｆ(ｘ) α^ － Ｇ(ｙ)β＾ ｅ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

(８)
其中 ｋ１ ≥ Ｌｇꎬｋ２ ≥ δ ｄ ＋ Ｍꎬ α＾ 、β＾ 是向量参数ꎮ

(Π) α＾ 、β＾ 的参数更新率

α^􀅰 ＝
Ｆ (ｘ) Ｔｅ ＋

ｋ３ (０ꎬ􀆺０ꎬｓｇｎ(αｍ＋１ － α^ｍ＋１)) Ｔ

αｍ＋１ － α^ｍ＋１
ꎬ αｍ＋１ － α^ｍ＋１ ≠ ０

Ｆ (ｘ) Ｔｅꎬ 其它

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ꎬ (９)

β
􀅰^
＝

－ Ｇ (ｙ) Ｔｅ ＋
ｋ４ (０ꎬ􀆺０ꎬｓｇｎ(βｌ ＋１ － β＾ ｌ ＋１)) Ｔ

βｌ ＋１ － β＾ ｌ ＋１
ꎬ βｌ ＋１ － β＾ ｌ ＋１ ≠ ０

－ Ｇ (ｙ) Ｔｅꎬ 其它

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ꎬ (１０)

其 中 α^ ＝ α^１ 􀆺 α^ｍ α^ｍ＋１( ) Ｔꎬβ＾ ＝

β＾ １ 􀆺 β＾ ｌ β＾ ｌ ＋１( )
Ｔꎬ α

＾

ｍ＋１、β
＾
ｌ ＋１ 分别表示向量

α^、β＾ 的最后一个元素ꎬ ｋ３ ＝ δ α ＋ ‖α^‖ꎬｋ４ ＝ δ β ＋

‖β＾‖ ꎬ则主－从系统(２)与(５)ꎬ亦即系统(１)与
(４)实现有限时间同步ꎮ

证明: 选取 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ ＝ １
２
ｅＴｅ ＋ １

２
(α － α^) Ｔ(α － α^) ＋ １

２

(β － β＾ ) Ｔ(β － β＾ ) .
容易验证ꎬ当控制器为(８) － (１０)时ꎬ方程

(６)右端不连续ꎮ 因此由微分包含理论 [１９] ꎬ方程

(６)改写为

ｅ􀅰∈ａ.ｅ.Ｋ[ ｆ(ｘ) － ｇ(ｙ) ＋ Ｆ(ｘ)α － Ｇ(ｙ)β ＋
ｄ(ｘꎬｔ) － ｕ( ｔꎬｘ)]ꎬ (１１)

其中 “ ａ. ｅ.” 表示几乎处处ꎬ “ Ｋ[􀅰] ” 为微分

包含ꎮ
从而ꎬ Ｖ 沿着误差系统(１１)的时间导数为

Ｖ˙∈ａ.ｅ.Ｋ[ｅＴｅ􀅰 － (α － α^) Ｔ α^􀅰 － (β － β＾ ) Ｔ β
􀅰^
]

＝ ｅＴ( ｆ(ｘ) － ｇ(ｙ) ＋ Ｆ(ｘ)α
－
－ Ｇ(ｙ)β

－
＋ ｄ(ｘꎬｔ) －

ｕ( ｔꎬｘ)) － (α － α^) Ｔ α^􀅰 － (β － β＾ ) Ｔ β
􀅰^

由假设 Ｈ１~Ｈ３ 和方程(８)可得

Ｖ˙ ＝ ｅＴ( ｆ(ｘ) － ｇ(ｘ)) ＋ ｅＴ(ｇ(ｘ) － ｇ(ｙ)) ＋

ｅＴＦ(ｘ)(α － α^) － ｅＴＧ(ｙ)(β － β＾ ) ＋

ｅＴｄ(ｘꎬｔ) － ｅＴ[ｋ１ｅ ＋ (ｋ２ ＋ １)
ｅ

‖ｅ‖
] －

(α － α^) Ｔ α^􀅰 － (β － β＾ ) Ｔ β
􀅰^

(１２)

≤ Ｍ‖ｅ‖ ＋ Ｌｇ ‖ｅ‖２ ＋ ｅＴＦ(ｘ)(α － α^) －

ｅＴＧ(ｙ)(β － β＾ ) ＋ δｄ‖ｅ‖ －

ｅＴ ｋ１ｅ ＋ (ｋ２ ＋ １)
ｅ

‖ｅ‖
é

ë
êê

ù

û
úú

(α － α^) Ｔ α^􀅰 － (β － β＾ ) Ｔ β
􀅰^

　 　 根据 ｋ１≥ Ｌｇ
－ꎬｋ２≥δ ｄ ＋ Ｍ和方程 (９)、(１０)ꎬ

有下列不等式成立

Ｖ˙≤－ ‖ｅ‖ ＋ ｅＴＦ(ｘ)(α － α^) － ｅＴＧ(ｙ)(β

－ β＾ ) － (α － α^) Ｔ α^􀅰 － (β － β＾ ) Ｔ β
􀅰^
.

下面分 ３种情形讨论:
情形 １. 若 αｍ＋１ － α^ｍ＋１≠０且 β ｌ ＋１ － β＾ ｌ ＋１≠０ꎬ

则

Ｖ˙≤－ ‖ｅ‖ －

(α － α^) Ｔ ｋ３ (０ꎬ􀆺０ꎬｓｇｎ(αｍ＋１ － α^ｍ＋１)) Ｔ

αｍ＋１ － α^ｍ＋１

－

(β － β＾ ) Ｔ ｋ４ (０ꎬ􀆺０ꎬｓｇｎ(βｌ ＋１ － β＾ ｌ ＋１)) Ｔ

βｌ ＋１ － β＾ ｌ ＋１
＝

９７
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－ ‖ｅ‖ －
ｋ３ αｍ＋１ － α^ｍ＋１

αｍ＋１ － α^ｍ＋１

－
ｋ４ βｌ ＋１ － β＾ ｌ ＋１

βｌ ＋１ － β＾ ｌ ＋１
＝

－ ‖ｅ‖ － ‖α － α^‖􀅰
ｋ３

‖α － α^‖
－

‖β － β＾‖􀅰
ｋ４

‖β － β＾‖
显然下列不等式成立ꎬ

‖α － α^‖≤‖α‖ ＋ ‖α^‖≤ δ α ＋ ‖α^‖ ＝ ｋ３ꎬ

‖β － β＾‖≤‖β‖ ＋ ‖β＾‖≤ δ β ＋ ‖β＾‖ ＝ ｋ４ .
因此ꎬ

Ｖ˙≤－ ‖ｅ‖ － ‖α － α^‖ － ‖β － β＾‖.
由引理 ２可得ꎬ

Ｖ˙≤－ (‖ｅ‖２ ＋ ‖α － α^‖２ ＋ ‖β － β＾‖２) １
２

＝

－ ２
１
２ Ｖ

１
２ .

情形 ２. 若 αｍ＋１ － α^ｍ＋１ ＝ ０且 β ｌ ＋１ － β＾ ｌ ＋１ ＝ ０ꎬ则有

Ｖ˙≤－ ‖ｅ‖.

令 Ｖ１ ＝ ‖ｅ‖２ꎬ则有 Ｖ˙≤－ (Ｖ１)
１
２ .

由文献[２０]得ꎬ Ｖ˙≤－ θ Ｖ
１
２ ꎬ其中 θ ＝

Ｖ１
Ｖ∗
≤

１ ꎬ Ｖ∗ 是 Ｖ 的上界ꎮ
情形 ３. 若 αｍ＋１ － α^ｍ＋１ ＝ ０或 β ｌ ＋１ － β＾ ｌ ＋１ ＝ ０ꎮ
不失一般性ꎬ假设 αｍ＋１ － α^ｍ＋１ ＝ ０ꎬ则有

Ｖ˙≤－ ‖ｅ‖ － ‖β － β＾‖.

同理ꎬ令 Ｖ２ ＝ ‖ｅ‖２ ＋ ‖β － β＾‖２ꎬ可得 Ｖ˙ ≤－

( ２Ｖ２)
１
２ ꎮ 因此有下列不等式成立ꎬ

Ｖ
􀅰
≤－ θ１ Ｖ

１
２ ꎬ

其中 θ １ ＝
Ｖ２
Ｖ１∗
≤ １ꎬＶ１∗ 是Ｖ２ 的上界ꎮ

综上所述ꎬ存在正常数 ０ < θ∗ ≤ １ꎬ使得

Ｖ
􀅰
≤－ θ∗ Ｖ

１
２ .

由引理 １可知ꎬ当 ｔ ＝ ｔ１ 时ꎬ误差系统(６)稳定于原

点ꎬ其中

ｔ１ ＝ ｔ０ ＋
Ｖ１－

１
２ ( ｔ０)

θ∗
１
２(１ － １

２
)
＝ ｔ０ ＋ θ∗

１
２ Ｖ

１
２ ( ｔ０) .

因此驱动－响应系统(２)与(５)ꎬ即系统(１)与(４)
实现有限时间同步ꎮ

注 ３. 定理 １ 引入虚拟未知参数是为了在控

制器和参数更新率中不出现未知参数情况下ꎬ实
现异结构混沌系统有限时间同步ꎮ 但是ꎬ如文献

[２１]ꎬ控制器中含有未知参数ꎮ
注 ４. 定理 １ 可推广到具有多个虚拟未知参

数的异结构混沌系统的有限时间同步ꎮ

３　 数值仿真

算例 １:Ｒöｓｓｌｅｒ系统和修正的 Ｃｈｕａ系统

为验证上述方法的有效性ꎬ选取 Ｒöｓｓｌｅｒ 系统

为主系统ꎬ

ｘ􀅰１
ｘ􀅰２
ｘ􀅰３

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

＝
０
０

ｘ１ｘ３ ＋ ０.２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＋

ｘ２ ＋ ｘ３ ０ ０ ０
０ ｘ２ ０ ｘ１
０ ０ ｘ３ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

α１
α２
α３
α４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＋
ｄ１(ｘꎬｔ)
ｄ２(ｘꎬｔ)
ｄ３(ｘꎬｔ)

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ꎬ

(１３)
其中ꎬ ｄ(ｘꎬｔ) 为外界扰动ꎬ α 为未知参数ꎮ

从系统为修正的 Ｃｈｕａ系统 [２２]

ｙ􀅰１
ｙ􀅰２
ｙ􀅰３

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

＝
０

ｙ１ － ｙ２
０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＋

ｙ２ －
１
７
(２ｙ３１ － ｙ１) ０ ０

０ ０ ｙ３
０ － ｙ２ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

β１
β２
β３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＋
ｕ１(ｘꎬｔ)
ｕ２(ｘꎬｔ)
ｕ３(ｘꎬｔ)

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(１４)
选取参数 α１ ＝ － １ꎬα２ ＝ ０.２ꎬα３ ＝ － ７ꎬβ １ ＝ １０ꎬβ ２ ＝
１００
７
ꎬ虚拟未知参数为 α４ ＝ β ３ ＝ １ ꎬ外界扰动 ｄ ＝

(ｄ１ ꎬｄ２ ꎬｄ３)Ｔ ＝ (０.０５ｘ２ｓｉｎｔꎬ０.１ｘ３ｓｉｎ３ｔꎬ０.０１ｘ１ｃｏｓ２ｔ)Ｔꎮ
图 １ 说 明 当 初 值 为 (ｘ１(０)ꎬｘ２(０)ꎬｘ３(０)) Ｔ ＝
(１ꎬ１ꎬ１) Ｔ 时ꎬ在上述参数条件下ꎬ系统具有混沌

现象且吸引子的界为 － １２ < ｘ１ < １４ꎬ － １４ < ｘ２
< １０ꎬ０ < ｘ３ < ３４ꎮ

从而可得‖ｆ (ｘ) － ｇ (ｘ)‖≤４７８ꎬ‖ｇ (ｘ)

－ ｇ (ｙ)‖≤２‖ｘ － ｙ‖ꎬ δ α ≤８.１ꎬ δ β ≤１８.６ꎬ
δ ｄ ≤ ２.７ꎮ 选 取 ｋ１ ＝ ３ꎬｋ２ ＝ ４８１ꎬ 初 始 值

(ｙ１(０)ꎬｙ２(０)ꎬｙ３(０)) Ｔ ＝ ( － １ꎬ２ꎬ － １) Ｔꎬ

０８
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图 １　 Ｒöｓｓｌｅｒ 系统混沌吸引子在 ｘ１－ｘ２ 平面、

ｘ１－ｘ３ 平面上的投影

Ｆｉｇ.１　 ｘ１－ｘ２ ａｎｄ ｘ１－ｘ３ ｐｌａｎｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ

Ｒöｓｓｌｅｒ ａｔｔｒａｃｔｏｒ

( α^１(０)ꎬ α^２(０)ꎬ α^３(０)ꎬα^４(０)) Ｔ ＝ (１ꎬ２ꎬ３ꎬ１) Ｔꎬ

(β＾ １(０)ꎬβ
＾
２(０)ꎬβ

＾
３(０)) Ｔ ＝ (０.５ꎬ１ꎬ１.５) Ｔ ꎮ 由图 ２

可知ꎬ误差向量 ｅ 收敛到 ０ꎮ 即主－从系统实现有

限时间同步ꎮ

图 ２　 混沌系统(３)－(１５)的同步误差

Ｆｉｇ.２　 Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｂｅｔｗｅｅｎ ｓｙｓｔｅｍｓ (３) ａｎｄ (１５)

算例 ２:Ｌｏｒｅｎｚ系统和 Ｇｅｎｅｓｉｏ系统

选取 Ｌｏｒｅｎｚ 系统 ( ３)为主系统ꎬ从系统为

Ｇｅｎｅｓｉｏ系统[２３]ꎬ

ｙ􀅰１
ｙ􀅰２
ｙ􀅰３

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

＝
ｙ２
ｙ３
０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＋
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
ｙ１ ｙ２ ｙ３ ｙ２１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

β１
β２
β３
β４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＋
ｕ１(ｘꎬｔ)
ｕ２(ｘꎬｔ)
ｕ３(ｘꎬｔ)

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

.

(１５)

　 　 选取参数 α１ ＝ １０ꎬα２ ＝ ２８ꎬα３ ＝
８
３
ꎬβ１ ＝ － ６ꎬβ２

＝ － ２.９２ꎬβ３ ＝ － １.２ꎬ虚拟未知参数为 α４ ＝ β４ ＝ １ ꎬ
外 界 扰 动 ｄ ＝ (ｄ１ꎬｄ２ꎬｄ３) Ｔ ＝ (０.０５ｘ２ｓｉｎｔꎬ
０.１ｘ３ｓｉｎ３ｔꎬ０.０１ｘ１ｃｏｓ２ｔ) Ｔ ꎮ 图 ３ 说明当初值为

(ｘ１(０)ꎬｘ２(０)ꎬｘ３(０)) Ｔ ＝ (２ꎬ４ꎬ３) Ｔ 时ꎬ在上述参

数条件下ꎬ系统具有混沌现象且吸引子的界为 － ２０
< ｘ１ < ２０ꎬ － ２６ < ｘ２ < ２７ꎬ０ < ｘ３ < ４８ꎮ

图 ３　 Ｌｏｒｅｎｚ 系统混沌吸引子在 ｘ１－ｘ３ 平面、

ｘ２－ｘ３ 平面上的投影

Ｆｉｇ.３　 ｘ１－ｘ３ ａｎｄ ｘ２－ｘ３ ｐｌａｎｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｌｏｒｅｎｚ ａｔｔｒａｃｔｏｒ

从而可得‖ｆ(ｘ) － ｇ(ｘ)‖≤ １１４４ꎬ ‖ｇ(ｘ)

－ ｇ(ｙ)‖≤ ２‖ｘ － ｙ‖ ꎬ δ α ≤３０ꎬ δ β ≤６.８ꎬ
δ ｄ ≤ ５ꎮ 选 取 ｋ１ ＝ ３ꎬｋ２ ＝ １１４９ꎬ 初 始 值

(ｙ１(０)ꎬｙ２(０)ꎬｙ３(０)) Ｔ ＝ ( － １ꎬ０ꎬ － ２) Ｔ ꎬ
(α^１(０)ꎬα^２(０)ꎬα^３(０)ꎬα^４(０))Ｔ ＝ (０.１ꎬ１.５ꎬ ２ꎬ ０.７)Ｔꎬ
(β＾ １(０)ꎬβ

＾
２(０)ꎬβ

＾
３(０)ꎬβ

＾
４(０)) Ｔ ＝ (０.３ꎬ ２ꎬ０.５ꎬ

１) Ｔ ꎮ 由图 ４可知ꎬ误差向量 ｅ 收敛到 ０ꎬ即主－从

１８
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系统实现有限时间同步ꎮ

图 ４　 混沌系统(３)－(１５)的同步误差

Ｆｉｇ.４　 Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｂｅｔｗｅｅｎ ｓｙｓｔｅｍｓ (３) ａｎｄ (１５)

４　 结论

研究带有外界扰动和未知参数的两个异结构

混沌系统的有限时间同步问题ꎮ 通过引入虚拟未

知参数ꎬ设置控制器和未知参数更新率实现了系

统的有限时间同步ꎬ有效地避免了控制器和参数

更新率中出现系统未知参数ꎬ使方法更具备实用

性ꎮ 数值仿真说明上述方法的有效性ꎮ
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