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摘要: 给出了任意流网络及其残留网络 Ｐｅｔｒｉ 网模型的构造流程ꎻ通过对模型中各元素的实际意义进

行分析ꎬ指出如何得到最大流的各个分布ꎻ从理论上证明达到最大流的条件并给出通过活性分析可以

得到一个最小割的结论ꎻ将残留网络和流网络 Ｐｅｔｒｉ 网模型结合起来给出最大流－最小割问题完整的

解决方案ꎮ Ｐｅｔｒｉ 网图形化的仿真过程为研究网络流从局部到整体的变化提供了直观的描述ꎮ 仿真

结果证实该方法准确、有效ꎮ
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　 　 图论中有许多经典的问题ꎬ包括最短路径问

题、最大流￣最小割问题等ꎮ 对于这些问题ꎬ学者

们有过大量的研究并提出了一系列求解办法ꎮ

Ｐｅｔｒｉ 网(ＰＮ)是一种可以用图形表示的数学对

象ꎬ具有深刻的数学内涵基础ꎬ这使得它在形式化

和求解图论问题时具有极大的优势ꎮ 近年来ꎬ已
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有许多将 ＰＮ 与图论问题相结合的研究成果ꎬ例
如:文献[１]使用 ＰＮ 对代谢路径进行建模仿真ꎬ
其中应用图的最大割来处理超过一定长度和宽度

的代谢路径ꎻ文献[２－３]将 ＰＮ 应用于故障树形

图分析中ꎬ用以实现系统最小割集的求解ꎻ文献

[４]将粗糙集理论与 ＰＮ 相结合进行随机流网络

可靠性评价ꎮ 但是国内外基于 ＰＮ 的最大流￣最
小割问题研究并不多见ꎬ相关理论也有待完善ꎮ

最大流(ｍａｘ￣ｆｌｏｗ)与最小割(ｍｉｎ￣ｃｕｔ)问题是

一类典型的对偶问题ꎬ涉及计算机、图论和运筹

学ꎬ是一类经典的组合优化问题ꎬ也可以认为是特

殊的线性规划问题[５]ꎮ 在图形[６]、图像分割[７－８]ꎬ
交通运输网络分析[９－１０] 等诸多控制、决策领域有

着广泛的应用ꎮ 经典的解决方法有预流￣推进法

(ｐｒｅｆｌｏｗ ｐｕｓｈ ｍｅｔｈｏｄ)、增广路径法 ( ａｕｇｍｅｎｔｉｎｇ
ｐａｔｈ ｍｅｔｈｏｄ)等ꎮ 该问题可进一步扩展到不确定

图最可靠最大流问题[１１]ꎬ节点和边都有容量的有

向平面网络中的最小截和最大流问题[１２] 等ꎮ 文

献[４－ ５]与本文研究工作有着较高的相关度:文
献[４]简单描述了一种使用 ＰＮ 来表示流网络的

方法ꎬ但其研究重点在于对随机流网络可靠性进

行分析ꎬ所以在有关系统模型的含义及系统模型

准确性等方面并未深入研究ꎻ文献[５]所提出的

流网络 ＰＮ 模型可以说是[４]中模型的一种改进ꎬ
但为求最大流ꎬ用户需事先确定“拥堵结点”ꎬ并
进行一系列的设置ꎬ且不论其提出模型的准确性

和完整性ꎬ该方法中过多的人为干预对问题的求

解与表达十分不利ꎮ
本文在增广路径法思想的基础上给出了最大

流￣最小割问题的一种 ＰＮ 形式化表达ꎬ通过相关

分析、证明深入阐述了其中的机制与原理ꎮ 该模

型无需额外的控制机制ꎬ能够有效解决最大流￣最
小割问题ꎮ

１　 基本性质

１.１　 问题的定义

１.１.１　 流网络、流及流的值

定义 １[１３] 　 流网络 Ｇ ＝ (ＶꎬＥ) 是一个有向

图ꎬ其中每条边 (ｕꎬｖ) ∈ Ｅ 均有一非负容量 ｃ(ｕꎬ
ｖ) > ０ꎮ 如果 Ｅ 包含一条边 (ｕꎬｖ) ꎬ则绝不会存

在与其方向相反的边 (ｖꎬｕ) ꎮ 如果 (ｕꎬｖ) ∉Ｅ 则

ｃ(ｕꎬｖ) ＝ ０ꎮ 且决不允许存在自循环的边ꎮ 流网

络中有两个特別的顶点:源点 ｓ和汇点 ｔ ꎮ 每个顶

点均处于从源点到汇点的某条路径上ꎮ
定义 ２[１３] 　 设 Ｇ ＝ (ＶꎬＥ) 是一个流网络ꎬ其

容量函数为 ｃ ꎮ 设 ｓ 为网络的源点ꎬ ｔ 为汇点ꎬ则
Ｇ 的流是一个实值函数 ｆ:Ｖ × Ｖ→ Ｒ ꎬ且满足下列

两个性质:
容量限制:对所有 ｕꎬｖ ∈ Ｖ ꎬ要求

０ ≤ ｆ(ｕꎬｖ) ≤ ｃ(ｕꎬｖ)
　 　 流守恒性:对所有 ｕ ∈ Ｖ － { ｓꎬｔ} ꎬ要求

∑
ｖ∈Ｖ

ｆ(ｖꎬｕ) ＝ ∑
ｖ∈Ｖ

ｆ(ｕꎬｖ)

非负值 ｆ(ｕꎬｖ) 称为从顶点 ｕ到顶点 ｖ的流ꎮ 如果

(ｕꎬｖ) ∉ Ｅ ꎬ则从 ｕ 到 ｖ 没有流ꎬ且 ｆ(ｕꎬｖ) ＝ ０ꎮ
定义 ３[１３] 　 流 ｆ 的值 ｆ 定义为

ｆ ＝ ∑
ｖ∈Ｖ

ｆ( ｓꎬｖ) － ∑
ｖ∈Ｖ

ｆ(ｖꎬｓ)

一般来说ꎬ一个流网络中进入源点的总流为 ０ꎬ因
此流的值为从源点出发的总流ꎬ也等于进入汇点

的总流ꎮ
１.１.２　 最大流问题

通过上述定义可以引出最大流问题的描述:
给出一个具有源点 ｓ和汇点 ｔ的流网络 Ｇ ꎬ希望找

出从 ｓ 到 ｔ 的最大值流ꎮ 在某些应用中ꎬ也许仅仅

知道最大流就满足要求了ꎬ但一般情况下ꎬ希望知

道达到该值的流(边流量值) [１４] ꎮ

图 １(ａ)是文献[１３]中关于流网络所举的一

个例子ꎬ简单来说其模型化描述了这么一个实际

问题:Ｌｕｃｋｙ Ｐｕｃｋ 公司需要将他们所制造的冰球

通过卡车从生产地 ｓ 运送到仓库所在地 ｔ ꎮ 因为

卡车按指定路线(边)在两城市(顶点)间行驶且

其容量有限ꎬ所以每天在每城市 ｕ 和 ｖ 之间至多

装运 ｃ(ｕꎬｖ) 箱产品(用数字标识于有向边上)ꎮ
他们的目标是确定每天所能运输的最大箱数ꎬ并
按这一数量进行生产ꎮ

文献[１５]指出:Ｐｅｔｒｉ 网不仅仅是一种可以用

图形表示的数学对象ꎬ它首先是一种物理对象ꎬ因
为它把尊重自然规律作为第一要义ꎮ 一个好的系

统模型不能只存在于纸面上ꎬ活跃于论文中ꎮ 它

必须能够用来描述物理世界的客观存在ꎬ使客观

存在成为论文的研究对象ꎮ 下节将介绍使用 ＰＮ
对上述实际问题的形式化描述ꎮ
１.２　 Ｐｅｔｒｉ 网

有关 ＰＮ 的基础概念详见文献[１５]ꎬ本节只

对本文涉及到的性质及主要概念进行介绍ꎮ 令

Ｎ ＝(ＰꎬＴꎻＦ) 是一个 Ｐｅｔｒｉ 网(简称为网)ꎬ Ｐ 、 Ｔ

７６
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及 Ｆ分别指代库所、变迁和有向弧ꎮ Σ ＝ (ＮꎬＫꎬＷꎬ
Ｍ０) 是一个网系统ꎬ其中 Ｋ ꎬＷ 和 Ｍ０ 依次是 Ｎ 上

的容量函数、权函数和标识ꎮ Ｍ０ 称为 Σ 的初始

标识ꎮ

(ａ)文献[１３]中关于 Ｌｕｃｋｙ Ｐｕｃｋ 公司卡车运输问题的流网络 ｆ ꎻ　 (ｂ)ꎬ(ｃ) 本文所提出的关于 ｆ 的两种 ＰＮ 形式化描述

图 １　 一个流网络的实例

Ｆｉｇ.１　 Ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｎｅｔｗｏｒｋ

　 　 为应用系统建立 ＰＮ 模型ꎬ首要需决定什么

是系统的变迁ꎬ什么是系统的库所ꎮ 流网络中具

有顶点、边及边上的容量等元素ꎬ而 ＰＮ 中的库所

可以用来表示存放资源的场所ꎬ变迁则可以代表

某种行为的发生过程ꎮ
因此使用 ＰＮ 来形式化流网络的一种方法是

使用变迁和有向弧来表示流网络的边和资源流动

的行为ꎻ用一类库所(图 １(ｂ)中的 ｓ ꎬ ｖ１ 等)来表

示流网络中的顶点ꎬ另一类库所(图 １( ｂ)中的

Ｐ )来表示边上的容量限制ꎮ 那么ꎬ网络中的流对

应着资源托肯按照变迁规则从一个顶点库所转移

至另一顶点库所ꎮ 依照该思想可以将图 １( ａ)问
题转换为图 １(ｂ)中的 ＰＮ 模型ꎮ

图 １(ｃ)展示了流网络的另一种 ＰＮ 形式化

表示ꎬ仍使用库所表示顶点ꎬ变迁代表资源流动的

过程ꎬ与图 １(ｂ)中不同的是这里使用弧上的权函

数 Ｗ (可以是标量或者如图 １(ｃ)中 ｍ０１ 等所标

识的变量ꎬ但权值不大于边容量)来表示流网络

边上的实际流量ꎮ 本文将采用图 １( ｃ)中的方法

来表示流网络ꎬ关于权函数 Ｗ 的设置将在第 ３ 节

进行相应的陈述ꎮ

２　 最大流￣最小割问题建模与分析

Ｌ Ｒ Ｆｏｒｄ 和 Ｄ Ｒ Ｆｕｌｋｅｒｓｏｎ 在 １９６２ 年提出了

解决最大流问题的一种有效途径ꎮ 这是一种沿着

从源点到汇点的路径上不断增加流量的通用方

法ꎬ它是许多算法的基础ꎮ 在一般文献中称之为

Ｆｏｒｄ￣Ｆｕｌｋｅｒｓｏｎ 方法ꎬ即增广路径方法ꎮ

本文采用与增广路径方法类似的思想来构造

流网络的残留网络 ＰＮ 模型ꎬ并求解最大流￣最小

割问题ꎮ 为了便于类比ꎬ首先给出增广路径方法

的伪代码ꎮ
算法 １　 ＦＯＲＤ￣ＦＵＬＫＥＲＳＯＮ￣ＭＥＴＨＯＲＤ.
输入:流网络 Ｇ ꎬ源点 ｓ ꎬ汇点 ｔ
输出:流 ｆ
１　 ＢＥＧＩＮ 流 ｆ 为 ０
２　 ＷＨＩＬＥ 残留网络 Ｇｆ 中存在一条增广路

径 ｐ
３　 ＤＯ 沿路径 ｐ 增加流 ｆ
４　 ＥＮＤ

２.１　 基于 ＰＮ 的残留网络建模

本节讨论对流网络 Ｇ 所对应的残留网络 Ｇｆ
建模ꎮ 由于 Ｇｆ 不仅包含原网络中的边ꎬ还包含其

反向边ꎬ因此可以通过修改图 １(ｂ)中模型来构造

流网络的残留网络模型ꎮ 其详细过程如下:
(１)对于流网络 Ｇ ＝ (ＶꎬＥ) ꎬ对其任意顶点

ｖ ∈Ｖ ꎬ构造所对应的库所 Ｐｖ ꎻ对于 ｕꎬｖ ∈ Ｖ 且

(ｕꎬｖ) ∈ Ｅ ꎬ构造变迁和弧连通库所 Ｐｕ ꎬ Ｐｖ ꎬ弧
的方向与 (ｕꎬｖ) 方向一致ꎬ将该类变迁统一记

作 Ｔ ꎮ
(２)为每个 Ｔ 构造一个前集库所ꎬ统一记作

Ｐ ꎬ代表边上的容量ꎬ且初始化资源数为所对应边

上的容量数ꎻ为每个 Ｔ 构造一个后继库所ꎬ统一记

作 Ｐ′ ꎬ初始化资源数为 ０ꎮ 图 ２( ａ)所示为 (ｕꎬ
ｖ) ∈Ｅ 且 ｖ ＝ ｔ 的情况ꎮ

(３)进一步构造除包含汇点 ｔ 外的所有边所

８６
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对应的反向边模型ꎮ 对所有 (ｕꎬｖ) ∈ Ｅ∧ ｖ≠ ｔ ꎬ
添加变迁 Ｔ′ 使得􀅰Ｔ′ ＝ {ＰｖꎬＰ′} ꎬ Ｔ′􀅰＝ {ＰｕꎬＰ} ꎬ
如图 ２(ｂ)所示ꎮ 其中􀅰Ｔ′和 Ｔ′􀅰分别代表 Ｔ′的前

集和后集ꎮ

(ａ)两邻接顶点之一是汇点的情况

(ｂ)其他情况

图 ２　 残留网络 ＰＮ 模型中两邻接顶点之间的关系图

Ｆｉｇ.２ 　 Ｔｗｏ ｃａｓｅｓ ｏｆ ｔｗｏ ｎｅｉｇｈｂｏｕｒｉｎｇ ｖｅｒｔｅｘｅｓ ｉｎ ｔｈｅ
ｒｅｓｉｄｕａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ＰＮ Ｍｏｄｅｌ

因此ꎬ在残留网络 Ｐｅｔｒｉ 网模型中ꎬ任意边的

两端顶点有且仅有 ２ 种关系:要么如图 ２(ａ)所示

(两个顶点其中一个为汇点 ｔ )ꎬ要么如图 ２(ｂ)所
示(其他情况)ꎮ 值得注意的是ꎬ库所 Ｐ 与 Ｐ′ 有
多重含义:以图 ２(ｂ)为例ꎬ Ｐ 中资源数目既标识

了边 (ｕꎬｖ) 上的残留容量(ｒｅｓｉｄｕａｌ ｃａｐａｃｉｔｙ)又可

看作边 (ｖꎬｕ) 上的流ꎮ Ｐ′ 中资源数目在标识边

(ｕꎬｖ) 上流的同时又可表示边 (ｖꎬｕ) 上的残留容

量ꎮ 另外ꎬ从 ＰＮ 原理角度来看ꎬ Ｐ 与 Ｐ′ 互为补

库所ꎬ从而避免了冲撞的发生ꎬ为系统的安全性提

供了保障[１６]ꎮ 按照上述构造规则ꎬ图 ３( ａ)展示

了图 １(ａ)中流网络所对应的残留网络在某一状

态标识下的 ＰＮ 模型ꎮ 为了模拟资源的流动ꎬ给
予 ｓ 对应库所初始状态标识为一远大于最大流的

数ꎬ这里取值 １００ꎮ
２.２　 模型分析及证明

本文给出了流网络及其残留网络的 ＰＮ 模

型ꎬ以描述物理世界的客观存在ꎬ即系统模型的仿

真性ꎮ 下面通过相关的分析及证明来确保所给模

型的正确性ꎮ
按照资源在 ＰＮ 中流动的法则ꎬ在不受任何

外部因素控制下ꎬ残留网络 ＰＮ 系统最终可以达

到并总是处于一系列状态ꎬ这类状态的一个共同

特点是系统的一些顶点库所中不会再有资源流

动ꎬ这为寻找最大流和最小割提供了帮助ꎮ 后面

将证明ꎬ对于流网络 Ｇ ＝ (ＶꎬＥ) ꎬ如果其残留网络

ＰＮ 模型中一些顶点库所中不再有资源流动ꎬ则
意味着已经找不到任何路径使得资源从 ｓ 到 ｔ ꎮ
这些资源不再流经的顶点(例如图 ３(ａ)中的 ｖ３)
与汇点 ｔ 组成一个集合 Ｃ ｔ ꎬ其余顶点为另一个集

合 Ｃｓ ＝ Ｖ － Ｃ ｔ ꎬ则 Ｃ ｔ 、 Ｃｓ 是 Ｇ 的一个最小割集ꎮ
众所周知ꎬ一个最大流量经常对应着多个最

大流分布ꎮ 事实上ꎬ如果上述集合 Ｃｓ 中资源全部

回流至源点ꎬ则该过程中不同的返回路径选择将

对应不同的最大流分布ꎮ 例如ꎬ当图 ３(ａ)所示顶

点 ｖ１ꎬ ｖ２ꎬ ｖ４ 中资源全部流回至 ｓ 中ꎬ则只可能存

在 ３ 种可能性(使用箭头代表资源流向):(１) １
个资源 ｖ４ → ｖ２ꎬ２ 个资源 ｖ２ → ｓ ꎬ１ 个资源 ｖ１ → ｓ ꎻ
(２)１ 个资源 ｖ４ → ｖ２ꎬ１ 个资源 ｖ２ → ｓ ꎬ１ 个资源 ｖ２
→ ｖ１ꎬ２ 个资源 ｖ１ → ｓ ꎻ(３)１ 个资源 ｖ４ → ｖ２ꎬ２ 个

资源 ｖ２ → ｖ１ꎬ３ 个资源 ｖ１ → ｓ ꎮ 他们分别对应于

图 ３(ｂ、ｃ、ｄ)所示的流网络中 ３ 种最大流分布ꎮ
因此ꎬ特定的最大流分布可以通过特定回流路径

的决策选择进行获取ꎮ
前面从直观分析的角度阐述了一些观点ꎬ下

面通过证明来进行论述ꎮ
首先需要关注的是 ＰＮ 模型中元素在实际问

题中的意义ꎬ关于 Ｐ′及 Ｐ 类库所中资源数的含义

在 ２.１ 节已经详细论述过ꎬ为了方便引用ꎬ将其表

述为性质 １ꎮ 其正确性从残留网络 ＰＮ 模型的构

造规则及定义 ２ 易得ꎮ
性质 １　 流网络任意边 (ｕꎬｖ) 上的流 ｆ(ｕꎬｖ)

等于其残留网络 ＰＮ 模型中库所 Ｐ′ｕꎬｖ 中的资源

数ꎮ (ｕꎬｖ) 的反向边 (ｖꎬｕ) 的流等于库所 Ｐｕꎬｖ 中

的资源数ꎮ
引理 １　 残留网络的 ＰＮ 模型中ꎬ资源托肯从

ｓ 到 ｔ 的所经过的路径等价于一条增广路径ꎮ
证明　 不妨令残留网络的 ＰＮ 模型中ꎬ资源

托肯从 ｓ 到 ｔ 有一条路径 ｐ′ ꎬ则总可以找到一条

从 ｓ 到 ｔ 简单路径 ｐ ꎬ使得 ｐ 与 ｐ′ 等价:
如果 ｐ′ 是一条简单路径ꎬ那么 ｐ ＝ ｐ′ ꎮ
如果 ｐ′ 是含有一条环路的路径ꎬ不妨设 ｖｉ 处

存在环路 ｖｉ → ｖｊ → ｖｉ (如图 ４ 所示)ꎬ首先根据残

留网络构造规则ꎬ ｖｉ 必不等于 ｔ (因为 ｔ 处不会存

在环路)ꎮ 由构造规则(３)易知ꎬ资源从 ｖｉ 出发经

由环路再回到自身前后ꎬ环路上的资源状态不会

发生改变ꎮ 因此删除环路后的简单路径 ｐ 与原路

径 ｐ′ 等价ꎮ

９６
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图 ３　 基于残留网络 ＰＮ 模型的最大流求解

Ｆｉｇ.３　 Ｒｅｓｉｄｕａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ＰＮ ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ ｍａｘｉｍｕｍ ｆｌｏｗ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

如果 ｐ′ 是含有多条环路的路径ꎬ则删除所有

环路后的简单路径 ｐ 与 ｐ′ 等价ꎮ
增广路径定义为残留网络中从 ｓ 到 ｔ 的一条

简单路径ꎮ 因此ꎬ综上所述ꎬ残留网络的 ＰＮ 模型

中ꎬ资源托肯从 ｓ 到 ｔ 的所经过的路径等价于一条

增广路径ꎮ 证毕ꎮ

图 ４　 残留网络中从 ｓ 到 ｔ 的某条包含环路的路径

Ｆｉｇ.４　 Ａ ｃａｓｅ ｏｆ ａ ｐａｔｈ ｆｒｏｍ ｓ ｔｏ ｔ ｗｉｔｈ ｌｏｏｐｓ ｉｎ ｔｈｅ
ｒｅｓｉｄｕａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ

引理 ２　 残留网络的 ＰＮ 模型中ꎬ每单位资源

托肯从 ｓ 到达 ｔ 等价于在对应的增广路径上增加

一个单位的流ꎮ
证明　 由引理 １ 可知ꎬ残留网络的 ＰＮ 模型

中ꎬ资源托肯从 ｓ 到 ｔ 的所经过的路径等价于一条

增广路径 ｐ ꎬ且 ｐ ＝ ｓ ~ ｕ→ ｖ ~ ｔ ꎬ即 ｕ 和 ｖ为 ｐ 上

除 ｔ 外的任意两个相继顶点ꎮ 由性质 １ 可知ꎬ如
果 (ｕꎬｖ) ∈ Ｅ ꎬ则 Ｐ′ｕꎬｖ 中资源数代表该边上的

流ꎬ否则 Ｐｖꎬｕ 中资源数代表该边上的流ꎮ
因此ꎬ每个单位资源托肯从 ｓ 到达 ｔ ꎬ等价于

其所确定的一条增广路径上相应的 Ｐ 类或者 Ｐ′
类库所中增加一个托肯ꎬ即路径的边上增加一个

单位流ꎮ 证毕ꎮ
定理 １　 当残留网络 ＰＮ 模型找不到任何路

径联通 ｓ 与 ｔ 时ꎬ网络达到最大流ꎬ ｔ 中的资源数

等于最大流值ꎮ
分析　 可以通过证明该方法与算法 １ 所示增

广路径方法等价来求证ꎮ
证明　 由引理 １ 和 ２ 可知ꎬ残留网络中单位

资源从 ｓ 到达 ｔ 等价于找到了一条增广路径ꎬ并沿

该路径增加了一个单位的流ꎮ 随着从 ｓ 出发的资

源逐步流入 ｔ 中ꎬ最终将找不到这样的一条路径ꎮ

０７
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因此该方法与增广路径方法等价ꎮ
增广路径方法中找不到任何从 ｓ 到 ｔ 的增广

路径时ꎬ网络达到最大流ꎮ 相应的ꎬ残留网络 ＰＮ
模型找不到任何路径联通 ｓ 与 ｔ 时ꎬ网络达到最大

流ꎮ 根据定义 ３ꎬ最大流值等于所有进入汇点的

流ꎬ即残留网络 ＰＮ 模型中 ｔ 对应库所中的资源

数ꎮ 证毕ꎮ
定理 ２ 　 残留网络 ＰＮ 模型中的最大活的

(ｌｉｖｅ)子图所含顶点集合 Ｃｓ 与其余顶点集合 Ｃ ｔ

构成了流网络的最小割( Ｃｓ ꎬ Ｃ ｔ )ꎮ
证明　 活系统要求每个变迁在任何可达标识

下都是潜在可发生的ꎮ
当流网络 Ｇ 对应残留网络 ＰＮ 模型找不到任

何路径联通 ｓ与 ｔ时ꎬ记 Ｃｓ ＝ {ｖ∈Ｖ:残留网络 ＰＮ
模型中从 ｓ 到 ｖ存在一条通路 } 并且 Ｃ ｔ ＝ Ｖ － Ｃｓ ꎮ
由残留网络的构造规则可知ꎬ如果资源可以从 ｓ
流至 ｖ ꎬ那么也可以从 ｖ 流回 ｓ ꎬ因此 Ｃｓ 为其最大

活的子图所含顶点集合ꎮ
因为 ｓ∈ Ｃｓ ∧ ｔ∉ Ｃｓ ꎬ所以划分( Ｃｓ ꎬ Ｃ ｔ )是

一个割ꎮ 它对应与增广路径法得到的一个最小

割ꎮ 证毕ꎮ
至此ꎬ已经论述如何使用 ＰＮ 求得任意流网

络的最大流值和最小割集ꎬ图 ３ 中的虚线标明了

流网络的一个最小割ꎮ 但是实际应用中往往希望

知道达到该值时各条边上的实际流量值ꎮ 性质 １
表明ꎬ Ｐ′ 类库所中的资源数代表了流网络边上的

流ꎮ 所以当网络达到最大流时 Ｐ′ 类库所中的资

源数就是该问题的解ꎮ 方法是当残留网络 ＰＮ 模

型中找不到任何从源点到汇点的路径后ꎬ引导顶

点库所中的资源全部回流至源点ꎬ使得除 ｓ ꎬ ｔ 外
的顶点库所不再含有资源托肯ꎮ 图 ５ 给出了结合

流网络及其残留网络并包含资源回流机制的完整

ＰＮ 模型ꎬ下节将进行详细介绍ꎮ

图 ５　 流网络最大流￣最小割问题完整的 ＰＮ 模型

Ｆｉｇ.５　 Ａｎ ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ ＰＮ ｍｏｄｅｌ ｔｈａｔ ｄｅｓｃｒｉｂｅｓ ａｎｄ ｓｏｌｖｅｓ ｔｈｅ ｍａｘ￣ｆｌｏｗ / ｍｉｎ￣ｃｕｔ ｐｒｏｂｌｅｍ ｆｏｒ ａ ｇｉｖｅｎ ｆｌｏｗ ｎｅｔｗｏｒｋ

１７
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３　 基于 ＰＮ 的最大流￣最小割问题
求解

　 　 本节将结合 ２.２ 节所提出的残留网络 ＰＮ 模

型以及图 １(ｃ)所示的流网络 ＰＮ 模型对给定的

流网络进行仿真求解ꎮ 其中ꎬ求解的过程是通过

资源托肯在残留网络 ＰＮ 模型系统(即图 ５ 上半

部分)中的流动来实现的ꎬ而流网络 ＰＮ 模型系统

(即图 ５ 下半部分)则主要用于对所求得的最大

流及其分布进行展示ꎮ
以图 １(ａ)的流网络为例ꎬ能够求得并展示:

(１)两个最小割集ꎻ(２)流网络的最大流值ꎻ(３)
某一流分布ꎮ 具体来说ꎬ首先在残留网络 ＰＮ 模

型的源点库所 ｓｆ 中指定足够数量的托肯(例如图

５ 中所初始指定的 １００ 个托肯)ꎬ当大量托肯经过

一段时间的流动以后ꎬ模型中的顶点库所将会分

为有资源流经和没有资源流经的两类ꎬ由定理 ２
可知ꎬ这两个集合即为所求的两个最小割集ꎮ 其

次ꎬ在获得最小割的同时残留网络 ＰＮ 模型系统

也将达到最大流状态ꎬ为了获得该最大流值ꎬ添加

如图 ５ 中 ｔｆ 所示的库所ꎮ 当达到最大流状态时 ｔｆ
中的资源数将等于所有进入汇点库所 ｔｆ′ 的资源

数ꎬ即最大流值ꎮ 最后ꎬ为了确定所有边上的实际

流量值(即流分布)ꎬ为源点库所 ｓｆ 添加一个如图

５ 中 Ｔ１ 所示的后继变迁ꎬ从而使得所有剩余资源

都经由 ｓｆ 到达 Ｐ１ 的目的ꎮ 当 Ｐ１ 中资源数达到 ｓｆ
中初始资源数时ꎬ所有 Ｐ′ 类库所中的资源数(即
图 ５ 上半部分中 ｍ０１ 等变量所代表的数值)都将

确定下来ꎬ这些数值即为最大流的分布ꎮ
通过上述残留网络 ＰＮ 模型系统获得的数据

可以在如图 ５ 下半部分所示的流网络中进行展

示ꎮ 例如最大流的值被作为源点库所 ｓ 的初始资

源数ꎬ ｍ０１、ｍ０２ 等流分布值将被指定为对应边的

权值ꎮ 另外ꎬ新添加的变迁 Ｔ２ 使得最大流从源点

到汇点后能够进入下一次的循环ꎬ正如 Ｌｕｃｋｙ
Ｐｕｃｋ 公司卡车运输问题中第 ２ 天需要按照前 １
天相同的运输方案继续运送冰球一样ꎮ

４　 结语

本文在增广路径法思想基础上给出了最大

流￣最小割问题的 ＰＮ 形式化描述及其求解方法ꎬ
包括流网络及其对应残留网络 ＰＮ 模型的构造流

程ꎬＰＮ 模型各元素在问题中代表的实际意义分

析ꎬ并给出了获取最大流各个分布的方法ꎬ证明了

ＰＮ 模型中达到最大流的条件和通过活性分析可

以得到一个最小割的结论ꎬ最后将残留网络和流

网络 ＰＮ 模型结合起来给出最大流￣最小割问题

完整的解决方案ꎮ
将 ＰＮ 应用于最大流￣最小割问题的优越性

主要体现在:(１)ＰＮ 对实际问题形式化表述时的

直观性ꎻ(２)ＰＮ 拥有 Ｓ＿补、活性分析等独特的系

统建模和分析功能支持ꎻ(３)ＰＮ 仿真过程易于从

局部着手表现所模拟对象的动态变化等ꎮ 因为最

大流￣最小割问题可以进一步扩展为最小费用最

大流问题ꎬ不确定图最可靠最大流问题ꎬ节点和边

都有容量的有向平面网络中的最小割和最大流等

问题ꎬ这类问题的 ＰＮ 形式化建模与求解有着可

观的研究价值ꎬ也为下一步工作提供了可行的研

究方向ꎮ
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