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基于改进灰色模型 ＧＭ(１ꎬ１)的故障间隔时间预测
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摘要: 针对设备故障预测模型难以精确建立的特点ꎬ为提高故障间隔时间预测的精确度ꎬ提出了变周

期三角函数－灰色模型 ＧＭ(１ꎬ１)的预测方法ꎮ 该方法在三角函数－灰色模型 ＧＭ(１ꎬ１)基础上ꎬ建立

了变周期三角函数—灰色 ＧＭ(１ꎬ１)的组合模型ꎬ实现了对设备故障间隔时间的预测ꎻ并将预测结果

与三角函数－灰色模型 ＧＭ(１ꎬ１)进行对比ꎬ结果表明ꎬ采用变周期三角函数－灰色模型 ＧＭ(１ꎬ１)对故

障间隔时间进行预测ꎬ其预测结果的相对误差由 ２４.１６％降到 ３.２４％ꎬ提高了预测结果的精度ꎮ
关键词: 灰色模型 ＧＭ(１ꎬ１)ꎻ 变周期三角函数—灰色模型 ＧＭ(１ꎬ１)ꎻ 故障间隔时间ꎻ 预测
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　 　 在长期运行过程中电梯会逐渐老化ꎬ直至发

生故障ꎬ为确保电梯设备的正常运行ꎬ预防性维修

显得尤为重要ꎮ 现有的预防性维修主要是基于时

间的预防性维修ꎬ定期对未失效的系统进行维护

维修ꎬ以减少系统在使用过程中出现故障的可能

性ꎬ降低由系统失效造成的损失ꎮ
灰色 ＧＭ(１ꎬ１)模型[１－３] 是解决不确定系统

问题的有力工具之一ꎬ在灰色预测模型中ꎬ灰色

ＧＭ(１ꎬ１)模型由于具有模型简单ꎬ预测精确度较

高等优点ꎬ被广泛应用于各类模型的预测中ꎮ 但

该模型对呈现随机波动的原始数据的预测效果不

理想ꎮ 为提高模型在该类型数据的预测效果ꎬ很
多学者对 ＧＭ(１ꎬ１)模型进行改进ꎬ邵延君等[４－５]

分别采用基于新陈代谢组合模型和灰色线性回归

组合模型对装备故障进行预测ꎬ马春茂等[６] 采用

基于灰色马尔可夫模型对装备故障间隔期进行预
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测研究ꎮ Ｃｈｅｎ Ｔ[７]建立了马尔科夫灰色三角预测

模型 ＴＧＭ(１ꎬ１)ꎬ并以福建省的集装箱数量为例

子ꎬ验证了该模型 的有效性和实用性ꎻ宁立沤[８]

将三角函数－灰色 ＧＭ(１ꎬ１)模型用于桥梁施工的

监控ꎻＬＩ 和 ＺＨＯＵ[９－１０] 采用三角函数 －灰色 ＧＭ
(１ꎬ１)模型对数据序列进行预测ꎬ但由于该方法

采用固定的周期值ꎬ根据灰色新息理论ꎬ数据序列

的不断更新ꎬ积累到一定程度时周期可能会发生

突变ꎬ采用固定的周期值显然不合理ꎮ 因此ꎬ本文

采用粒子群算法实时计算数据序列的周期ꎬ提出

变周期三角函数－灰色 ＧＭ(１ꎬ１)模型故障间隔预

测算法ꎮ

１　 灰色 ＧＭ(１ꎬ１)模型

灰色 ＧＭ(１ꎬ１)模型相关定义如下:
定义 １[１]

设 Ｘ(０) ＝ (ｘ(０)(１)ꎬｘ(０)(２)ꎬ􀆺ꎬｘ(０)(ｎ))
为非负序列ꎬ 称 Ｘ(１) 为 Ｘ(０) 的一阶累加生成

序列ꎬ其中ꎬ
Ｘ(１) ＝ (ｘ(１)(１)ꎬｘ(１)(２)ꎬ􀆺ꎬｘ(１)(ｎ)) ꎬ

ｘ(１)(ｋ) ＝ ∑
ｋ

ｉ ＝ １
ｘ(０)( ｉ) ꎬ ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ ꎻ

称 Ｚ(１) 为 Ｘ(１) 的紧邻均值生成序列ꎬ其中ꎬ
Ｚ(１) ＝ ｚ(１)(２)ꎬｚ(１)(３)ꎬ􀆺ꎬｚ(１)(ｎ)( ) ꎬ

ｚ(１)(ｋ) ＝ １
２
(ｘ(１)(ｋ) ＋ ｘ(１)(ｋ － １)) ꎬ

ｋ ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｎ ꎮ

定义 ２[１] 　 一阶线性微分方程
ｄｘ(１)

ｄｔ
＋ ａｘ(１) ＝

ｗ 为灰色 ＧＭ(１ꎬ１)模型的基本形式ꎮ ｘ(０)(ｋ) ＋
ａｚ(１)(ｋ) ＝ ｗ 为灰色 ＧＭ(１ꎬ１)模型的白化方程ꎮ

利用最小二乘方法求得参数列 ｒ^ ＝ [ａꎬｗ] Τ ＝
(ＢΤＢ) －１ ＢΤＹ ꎬ其中ꎬ Ｙ 、 Ｂ 的定义如下:

Ｙ ＝

ｘ(０)(２)
ｘ(０)(３)

⋮
ｘ(０)(ｎ)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

Ｂ ＝

－ ｚ(１)(２) １
－ ｚ(１)(３) １

⋮ ⋮
－ ｚ(１)(ｎ) １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(１)

定义 ２　 微分方程 ｘ(０)(ｋ) ＋ ａｚ(１)(ｋ) ＝ ｗ 中

的 ｚ(１)(ｋ) 称为灰色 ＧＭ(１ꎬ１)模型背景值ꎮ

定理 １[１] 　 设数据序列 Ｘ(０) 为非负序列ꎬ ｒ^ ＝
[ａꎬｗ] Ｔ ＝ (ＢＴＢ) －１ ＢＴＹ ꎬ如定义 １ 所述ꎬ则一阶线

性微分方程
ｄｘ(１)

ｄｔ
＋ ａｘ(１) ＝ ｗ 的解也称时间响应函

数为

ｘ(１)( ｔ) ＝ ｘ(１)(１) － ｗ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ －ａｔ ＋ ｗ

ａ
(２)

其时间响应序列为

ｘ^(１)(ｋ) ＝ ｘ(０)(１) － ｗ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ －ａ(ｋ－１) ＋ ｗ

ａ
ꎬ

(ｋ ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｎ) (３)
还原值 ｘ^(０)(ｋ) 由式(４)求得ꎮ

ｘ^(０)(ｋ) ＝ (１ － ｅａ) ｘ(０)(１) － ｗ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ －ａ(ｋ－１)ꎬ

(ｋ ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｎ) (４)
其中ꎬ － ａ 为灰色 ＧＭ(１ꎬ１)模型的发展系数ꎻ ｗ
为模型的灰色作用量ꎮ

２　 基于三角函数的灰色 ＧＭ(１ꎬ１)
模型

　 　 由于灰色 ＧＭ(１ꎬ１)模型构建的是指数递增

或指数递减序列ꎬ为提高该模型在周期性数据的

预测精度ꎬ可通过三角函数对原始数据与预测数

据之间的残差序列建立修正模型ꎬ从而补偿灰色

ＧＭ(１ꎬ１)模型最初的预测值ꎮ
定义 ３　 假设通过灰色 ＧＭ(１ꎬ１)模型得到的

拟合值为

Ｘ＾ (０) ＝ ( ｘ^(０)(１)ꎬｘ^(０)(２)ꎬ􀆺ꎬｘ^(０)(ｎ)) ꎬ则可

得到残差序列为

Ｒ(０) ＝ { ｒ(０)(２)ꎬｒ(０)(３)ꎬ􀆺ꎬｒ(０)(ｎ)}
其中ꎬ ｒ(０)(ｋ) ＝ ｘ(０)(ｋ) － ｘ^(０)(ｋ) ꎬ ｋ ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｎ ꎮ

定义 ４[１０] 　 通过三角函数对残差序列进行

建模ꎬ函数如下:

ｒ^(０)(ｋ ＋ １) ＝ α^０ ＋ α^１ｋ ＋ α^２ｓｉｎ
２π
Ｔ
ｋæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 α^３ｃｏｓ
２π
Ｔ
ｋæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ε ｋꎬｋ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ － １ (５)

其中ꎬ ε ｋ 是随机变量ꎻ Ｔ 为主循环变化的周期

参数ꎮ
式(５)中的 Ｔ 是根据数据序列得出的循环周

期ꎮ 随着收集数据的不断增加ꎬ根据新的数据序

列得出的 Ｔ＾ 与先前得出的 Ｔ 是有差别的ꎬ因此式

(５)中的 Ｔ 应当随着数据列不断更新ꎮ

１５
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３　 基于变周期三角函数与灰色 ＧＭ
(１ꎬ１)模型预测算法

　 　 本文采用粒子群算法计算数据列的实时周

期ꎬ提出变周期的三角函数ꎬ并与灰色 ＧＭ(１ꎬ１)
模型相结合ꎬ对故障间隔时间进行预测ꎮ

定义 ５ 　 利用粒子群算法获得的周期序列

Ｔ ＝( ｔ２ꎬｔ３ꎬ􀆺ꎬｔｎ) ꎬ则利用变周期三角函数对残

差序列进行建模ꎬ函数如下:

ｒ^ｎｅｗ (０)(ｋ ＋ １) ＝ α^０ ＋ α^１ｋ ＋ α^２ｓｉｎ
２π
ｔｋ
ｋæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 α^３ｃｏｓ
２π
ｔｋ
ｋæ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬｋ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ － １ (６)

其中ꎬ ｔｋ 为 ｋ 时刻的周期参数ꎮ
显然ꎬ可通过最小二乘估计方法计算式(６)ꎮ
定义 ６ 　 利 用 最 小 二 乘 方 法 求 参 数 列

[α０ꎬα１ꎬα２ꎬα３] Ｔ ＝ (ＢＴ
ｔｒｉＢｔｒｉ)

－１ＢＴ
ｔｒｉＹ ｔｒｉ ꎬ其中ꎬ Ｙ ｔｒｉ、

Ｂｔｒｉ 的定义如下:

Ｙ ｔｒｉ ＝

ｒ(０)(２)
ｒ(０)(３)

⋮
ｒ(０)(ｎ)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ꎬ

　 　 Ｂｔｒｉ ＝

１ １ ｓｉｎ ２π
ｔ２

ｃｏｓ ２π
ｔ２

１ ２ ｓｉｎ ２π
ｔ３

ｃｏｓ ２π
ｔ３

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

１ ｎ － １ ｓｉｎ ２π
ｔｎ

ｃｏｓ ２π
ｔｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

(７)

３.１　 粒子群算法描述

假设在一个 Ｄ 维的搜索空间内ꎬ粒子数为

ｎ ꎮ 算法通过迭代寻找最优解ꎬ第 ｉ 个粒子位置表

示为向量 Ｘｉ ＝ ｘｉ１ꎬｘｉ２ꎬ􀆺ꎬｘｉＤ( ) ꎻ第 ｉ 个粒子飞行

历史中的过去最优位置为 Ｐ ｉ ＝ ｐｉ１ꎬｐｉ２ꎬ􀆺ꎬｐｉＤ( ) ꎬ
整 个 种 群 过 去 最 优 位 置 Ｐｇ 为 所 有 Ｐ ｉ

ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｎ( ) 中的最优ꎬ在每一次迭代中ꎬ粒
子通过跟踪两个极值来更新自己ꎬ经过有限次迭

代后最终收敛于全局的最好位置ꎮ 粒子根据如下

的公式来更新自己的速度和位置:
ｖｉｄ( ｔ ＋ １) ＝ ｗ􀅰ｖｉｄ( ｔ) ＋ ｃ１􀅰ｒ１􀅰(ｐｉｄ( ｔ) －
ｘｉｄ( ｔ)) ＋ ｃ２􀅰ｒ２􀅰(ｐｇｄ( ｔ) － ｘｉｄ( ｔ)) (８)
ｘｉｄ( ｔ ＋ １) ＝ ｘｉｄ( ｔ) ＋ ｖｉｄ( ｔ ＋ １) (９)

其中ꎬ ｃ１ 和 ｃ２ 为学习因子ꎬ取 ｃ１ ＝ ２ꎬ ｃ２ ＝ ２ꎬ ｒ１ 和
ｒ２ 是介于 ０ꎬ１[ ] 之间的随机数ꎻ ｗ 为惯性权重ꎬ
可以调节算法的全局和局部寻优能力ꎮ
３.２　 算法整体设计

根据以上所述ꎬ基于变周期三角函数的灰色

ＧＭ(１ꎬ１)模型预测算法建模及求解如图 １ 所示:

图 １　 算法流程图

Ｆｉｇ.１　 Ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

模型步骤具体描述如下:
１)给定初始周期向量 Ｔ０ꎬ设定算法的迭代次

数 Ｎ ꎬ取定 Ｔ ＝ Ｔ０ꎻ
２)利用灰色 ＧＭ(１ꎬ１)模型预测原始数据ꎬ得

到预测值与原始值间的残差序列ꎻ
３)根据周期向量 Ｔ０ꎬ利用公式(５)对残差序

列建模ꎬ得到基于三角函数与灰色 ＧＭ(１ꎬ１)模型

的预测数列ꎮ
４)若迭代次数> Ｎ ꎬ则进入步骤 ５)ꎻ否则ꎬ以

(６)式为适应度函数ꎬ利用 ＰＳＯ 算法求解残差模

型中的周期参数 Τ＾ ＝ ( ｔ^２ꎬｔ^３ꎬ􀆺ꎬｔ^ｎ) ꎬ Ｎ ＝ Ｎ ＋ １ꎬ
Ｔ ＝Ｔ^ꎬ 返回步骤 ３)ꎻ

５)根据最终得到的周期 Ｔ ꎬ利用公式(６)ꎬ输
出模型的最终预测值ꎮ

４　 算例分析

实验采用某小区电 梯 运 行 的 故 障 间 隔

数 据 ꎬ 型 号 为 ＫＳ － ３ 的 门 锁 故 障 时 间 为:
８８６ꎬ１ ４９０ꎬ２ ２７８ꎬ３ ０９０ꎬ３ ６０４ꎬ４ ２２８ꎬ
４ ９９０ꎬ５ ３５０ꎬ５ ９３０ꎬ６ ４１０ꎬ７ ０１０{ } ꎬ

(单位:ｈ)ꎬ以故障间隔期的频数为横轴ꎬ以其发

生的间隔期为纵轴ꎬ利用故障间隔期的数据依次

做差ꎬ计算出故障频数与间隔时间ꎬ见表 １ꎮ
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表 １　 故障间隔时间与频数

Ｔａｂ.１　 Ｉｎｔｅｒｖａｌ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｆａｉｌｕｒｅｓ

频数 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

时间 / ｈ ６０４ ７８８ ８１２ ５１４ ６２４ ７６２ ３６０ ５８０ ４８０ ６００

　 　 ｔ１ 周期可以直接计算得出ꎬ见表 ２ꎬ首先给出

初始向量 Ｔ０ ＝ ( ｔ２ꎬｔ３ꎬ􀆺ꎬｔｎ) ＝ (１ꎬ１ꎬ􀆺ꎬ１) ꎬ设置

迭代次数 Ｎ ＝ １００ꎬ以公式(６)为适应度函数ꎬ根据

算法步骤最终获得的周期数列为 Τ ＝ ( ｔ２ꎬｔ３ꎬ􀆺ꎬ
ｔｎ)ꎮ 从表中可知ꎬ第 ９ 个间隔期周期最大为 ６ꎬ
而第 ７ 个间隔期的周期最小ꎬ仅为 ２ꎮ

表 ２　 故障间隔周期

Ｔａｂ.２　 Ｉｎｔｅｒｖａｌ ｐｅｒｉｏｄｓ ｏｆ ｆａｉｌｕｒｅｓ

频数 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

周期 ３ ４ ５ ３ ５ ３ ２ ３ ６ ３

将表 ２ 中的周期数列代入式(６)ꎬ可得到故

障间隔时间的拟合值ꎬ见表 ３ꎮ 本文预测模型得

到的平均相对误差为 ３.２４％ꎬ将变周期三角函数

与文献[１０]三角函数的 ＧＭ(１ꎬ１)模型预测结果

进行比较ꎬ变周期三角函数模型的 ＧＭ(１ꎬ１)精度

明显优于文献[１０]模型ꎬ见表 ３ꎮ
为直观分析表 ３ 中两种算法的预测结果ꎬ采

用图形的方式进行描述ꎬ见图 ２ꎮ 图 ２ 中ꎬ三角函

数的 ＧＭ(１ꎬ１)模型预测算法的拟合值与原始值

的偏移值较大ꎬ拟合效果不如变周期三角函数

ＧＭ(１ꎬ１)模型预测算法ꎮ

表 ３　 基于变周期三角函数的 ＧＭ(１ꎬ１)模型拟合结果

Ｔａｂ.３　 Ｆｉｔｔｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ＧＭ (１ꎬ １) ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｐｅｒｉｏｄｓ

频数 原始值
预测值

三角函数 ＧＭ(１ꎬ１)模型 本文模型 残差

相对误差 /﹪

三角函数 ＧＭ(１ꎬ１)模型 本文模型

１ ６０４ ６０４.００ ６０４.００ ０.００ ０.００ ０.００

２ ７８８ ８３０.２９ ７５０.４６ ３７.５４ ５.３７ ４.７６

３ ８１２ ６７４.４０ ８６０.９９ ４８.９９ １６.８９ ６.０３

４ ５１４ ５８８.５４ ５１１.５８ １３.４２ １４.５０ ２.６１

５ ６２４ ６６４.６７ ６３４.０８ １０.０８ ６.５２ １.６２

６ ７６２ ６７９.０４ ７３２.０６ ２９.９４ １０.８９ ３.９３

７ ３６０ ５３７.８４ ３７９.５９ １９.５９ ４９.４０ ５.４４

８ ５８０ ４６４.７８ ５７１.２３ ８.７７ １９.８６ １.５１

平均相对误差 １５.４３ 　 　 　 　 　 ３.２４ 　 　

　 　 根据表 ３ꎬ对之后的两次故障时间间隔进行

预测ꎬ预测的周期取值设定为前面 ８ 个周期的平

均值ꎬ Ｔ 预测结果见表 ４ 与图 ３ꎬ三角函数 ＧＭ(１ꎬ
１)模型在第 ９ 个故障间隔时间的预测结果误差

较大ꎬ整体平均相对误差为 ２４.１６％ꎮ 而本文预测

模型对应的平均相对误差为 ３.２４％ꎬ比三角函数

的 ＧＭ(１ꎬ１)模型低 ２０.９２ 个百分比ꎮ
变周期三角函数的 ＧＭ(１ꎬ１)模型第 ９ 个与

第 １０ 个故障时间间隔预测值与原始数据的比较

结果见图 ３ꎮ 第 ９ 个故障时间间隔预测偏差极

小ꎬ第 １０ 个故障间隔时间的预测值与原始值的偏

移量也在理想范围ꎮ 整体预测效果理想ꎮ
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图 ２　 故障间隔时间拟合值

Ｆｉｇ.２　 Ｆｉｔｔｉｎｇ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｆａｉｌｕｒｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｔｉｍｅ
图 ３　 故障间隔时间预测图

Ｆｉｇ.３　 Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｆａｉｌｕｒｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｔｉｍｅ

表 ４　 基于变周期三角函数的 ＧＭ(１ꎬ１)模型预测结果

Ｔａｂ.４　 Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ＧＭ(１ꎬ１) ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

频数 原始值
预测值

三角函数的 ＧＭ(１ꎬ１)模型 本文模型

相对误差 /﹪

三角函数的 ＧＭ(１ꎬ１)模型 本文模型

９ ４８０ ６９５.６７ ４８０.９６ ４４.９３ ０.２

１０ ６００ ５７９.６３ ６３７.７９ ３.３９ ６.２９

平均相对误差 ２４.１６ ３.２４

５　 结论

为提高灰色 ＧＭ(１ꎬ１)模型在故障间隔数据

序列的预测精度ꎬ本文利用灰色 ＧＭ(１ꎬ１)模型预

测原始数据列ꎬ获得灰色模型预测值与原始数据

的残差序列ꎻ根据数据序列的傅里叶变换求解原

理ꎬ利用三角函数对残差序列进行修正ꎬ并在修正

前利用粒子群算法获得残差序列各数据点对应的

周期序列ꎬ提出基于变周期三角函数的灰色 ＧＭ
(１ꎬ１)预测模型ꎮ 采用故障时间间隔对本文预测

算法进行验证ꎬ并与固定周期的三角函数灰色预

测 ＧＭ(１ꎬ１)模型相比较ꎬ算例结果显示ꎬ本文预

测模型具有更低的平均相对误差ꎬ预测效果明显

提高ꎮ
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