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指数波形松弛方法

范振成

(闽江学院 数学系ꎬ 福建 福州 ３５０１０８)

摘要: 结合常微分方程的指数方法和波形松弛方法ꎬ 建立指数波形松弛方法ꎮ 然后证明了该方法是

收敛的ꎮ 最后通过算例与显式欧拉方法、指数方法和波形松弛方法进行对比ꎮ 结果表明ꎬ对于弱耦合

的大系统ꎬ 指数波形松弛方法具有一定优势ꎮ
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　 　 刚性方程是一类重要的常微分方程[１]ꎮ 大

多数刚性方程没有解析解ꎬ 建立数值方法求近似

解是必要的ꎮ 常微分方程的数值方法可以分为显

式和隐式两类ꎮ 大量理论研究和实际应用表明:
显式方法不适合刚性方程ꎬ 一般用隐式方法求

解[２]ꎮ 然而ꎬ隐式方法将导致非线性方程组ꎬ 求

解非线性方程组(尤其大方程组)是一个艰巨的

任务ꎮ 指数方法先通过指数型变换弱化系统的刚

性ꎬ 进而可以用显式方法达到较理想的计算结

果[３－４]ꎮ 而当系统规模太大时ꎬ前述 ３ 种办法都

可能超出容许度ꎮ 波形松弛方法是为了求解大系

统而建立的ꎬ它具有并行性和多速率性两个优点ꎬ
适用于由一些子系统弱耦合而成的大系统[５－６]ꎮ

对于大的刚性系统ꎬ 单独的指数方法和波形

松弛方法都不理想ꎬ 前者不适用大系统ꎬ 后者难

以处理刚性问题ꎮ 本文的指数波形松弛方法将两

种方法结合ꎬ 利用波形松弛方法分解计算ꎬ 利用

指数方法弱化刚性ꎬ 兼具两种方法的优点ꎮ

１　 指数波形松弛方法

考虑刚性初值问题:
ｘ′( ｔ) ＝ ｆ( ｔꎬｘ( ｔ))ꎬｔ ⩾ ０ꎻｘ(０) ＝ ｘ０

使用分割

ｆ( ｔꎬｘ( ｔ)) ＝ Ａｘ ＋ ｆ( ｔꎬｘ( ｔ)) － Ａｘ ＝ Ａｘ ＋ ｇ( ｔꎬ
ｘ( ｔ))
这里要求 ｇ( ｔꎬｘ( ｔ)) 具有小 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 常数ꎬ线性

部分 Ａｘ 一般通过对 ｆ( ｔꎬｘ( ｔ)) 线性化获得ꎮ
　 　 建立波形松弛方法
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ｘ(０)( ｔ) ≡ ｘ０
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上式最后一个方程两边同乘 ｅ －Ａｔ 得

　 ｅ －Ａｔｘ􀅰(ｋ＋１)( ｔ) － ｅ －ＡｔＡｘ(ｋ＋１)( ｔ) ＝ ｅ －Ａｔｇ( ｔꎬｘ(ｋ)( ｔ))
进而有

ｅ －Ａｔｘ(ｋ＋１)( ｔ)( ) ′ ＝ ｅ －Ａｔｇ( ｔꎬｘ(ｋ)( ｔ)) (１)
　 　 令 Ｔ > ０ꎬ 取 [０ꎬＴ] 上步长为 ｈ 的等距节点

集 { ｔ０ꎬｔ１ꎬ􀆺ꎬｔＮ} ꎬ 其中ꎬ
ｔ０ ＝ ０ꎬｔＮ ＝ Ｔꎬｈ ＝ Ｔ / Ｎꎬｔｉ ＋１ ＝ ｔｉ ＋ ｈꎬｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬ

Ｎ － １ꎮ

式(１)两端从 ｔｎ 到 ｔｎ＋ｌ 积分得

ｅ －Ａｔｎ＋ｌｘ(ｋ＋１)( ｔｎ＋ｌ) ＝ ｅ －Ａｔｎｘ(ｋ＋１)( ｔｎ) ＋

∫ｔ ｎ＋ｌ
ｔｎ

ｅ －Ａｔｇ( ｔꎬｘ(ｋ)( ｔ))ｄｔ

　 　 用 Ｎｅｗｔｏｎ￣Ｃｏｔｅｓ 公式近似上式中的定积分

(见文献[７])
ｅ －Ａｔｎ＋ｌｘ(ｋ＋１)( ｔｎ＋ｌ) ＝ ｅ －Ａｔｎｘ(ｋ＋１)( ｔｎ) ＋

ｌｈ∑
ｌ

ｉ ＝ ０
Ｃ ｉ

ｌｅ
－Ａｔｎ＋ｉｇ( ｔｎ＋ｉꎬｘ(ｋ)( ｔｎ＋ｉ)) ＋ Ｏ(ｈｐ) (２)

其中ꎬ ｐ 为 Ｎｅｗｔｏｎ －Ｃｏｔｅｓ 公式的收敛阶ꎬ Ｃ ｉ
ｎ 为

Ｃｏｔｅｓ 系数ꎮ
用 ｘ(ｋ)

ｎ 代替 ｘ(ｋ)( ｔｎ) ꎬ 舍去余项ꎬ 得到指数

波形松弛方法
ｘ(０)
ｎ ≡ ｘ０ꎬｎ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ

ｘ(ｋ＋１)
０ ＝ ｘ０

ｘ(ｋ＋１)
ｎ＋ｌ ＝ ｅＡｈｘ(ｋ＋１)

ｎ ＋ ｌｈ∑
ｌ

ｉ ＝ ０
Ｃ ｉ

ｌｅＡ( ｌ －ｉ)ｈｇ( ｔｎ＋ｉꎬｘ(ｋ)
ｎ＋ｉ )

ｎ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ － ｌ
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　 (３)

　 　 当 ｌ ＝ １ 时ꎬ 此方法为单步法ꎮ 当 ｌ > １ 时ꎬ
此方法为多步法ꎬ初始值 ｘ(ｋ＋１)

ｊ ꎬ ｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｌ － １
一般需用同阶的单步法获得ꎮ 本文不讨论初始值

的计算问题ꎮ

２　 收敛性证明

　 　 引理[７]:设 ｃｊ{ } 为实数列ꎬ 满足

ｃｊ ＋１ ≤ ａ ｊｃｊ ＋ ｂ ｊꎬｊ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ － １
其中ꎬ ａ ｊ > ０ꎬｂ ｊ ∈Ｒ ꎬ 则 ｃｊ ≤Ｅ ｊ( ｊ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ) ꎬ
其中ꎬ

Ｅ ｊ ＝ ∏
ｊ －１

ｋ ＝ ０
ａｋ( ) ｃ０ ＋ ∏

ｊ －１

ｋ ＝ ０
∏
ｊ －１

ｌ ＝ ｋ＋１
ａｌ( ) ｂｋꎬ ｊ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ

　 　 定理:假设函数 ｇ 满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件ꎬ 即存

在 Ｌ 使得对所有 ｘ１ꎬｘ２ ∈ Ｒ
｜ ｇ( ｔꎬｘ１) － ｇ( ｔꎬｘ２) ｜ ≤ Ｌ ｜ ｘ１ － ｘ２ ｜ 　 (４)

　 　 记 δ(ｋ)
ｎ ＝ ｘ(ｋ)

ｎ － ｘ(ｋ)( ｔｎ) ꎮ 对任意正整数

ｑ ꎬ 如果初始值满足

ｍａｘ
０≤ｎ < ｌ

δ(ｋ)
ｎ ＝ Ｏ(ｈｐ－１)ꎬｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｑ (５)

那么

ｍａｘ
ｌ≤ｎ≤Ｎ

δ(ｋ)
ｎ ＝ Ｏ(ｈｐ－１)ꎬｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｑ (６)

　 　 证明:显然 ｋ ＝ ０ 时ꎬ 式(６)成立ꎮ 只需证明

对所有 ０ ≤ ｋ ≤ ｑ － １ꎬ 当 ｍａｘ
ｌ≤ｎ≤Ｎ

δ(ｋ)
ｎ ＝ Ｏ(ｈｐ－１) 时ꎬ

ｍａｘ
ｌ≤ｎ≤Ｎ

δ(ｋ＋１)
ｎ ＝ Ｏ(ｈｐ－１) 亦成立ꎮ 由式(２)、(３)有

δ(ｋ＋１)
ｎ＋ｌ ≤ ｅ ｜ Ａ｜ ｈδ(ｋ＋１)

ｎ ＋

ｌｈ∑
ｌ

ｉ ＝ ０
Ｃ ｉ

ｌｅ ｜ Ａ｜ ( ｌ －ｉ)ｈ ｇ( ｔｎ＋ｉꎬｘ(ｋ)( ｔｎ＋ｉ)) － ｇ( ｔｎ＋ｉꎬｘ(ｋ)
ｎ＋ｉ ) ＋

Ｏ(ｈｐ)
　 　 由式(４)、(５)和归纳假设有

δ(ｋ＋１)
ｎ＋ｌ ≤ ｅ ｜ Ａ｜ ｈδ(ｋ＋１)

ｎ ＋ Ｏ(ｈｐ)ꎬｎ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ － ｌ
(７)

　 　 令 ｍ ＝⌊ Ｎ
ｌ
」 ꎬ ⌊􀅰」 表示截尾取整函数ꎮ 令

ε(ｋ＋１)
ｊ ＝ ｍａｘ

ｊｌ≤ｎ < ( ｊ ＋１) ｌ
δ(ｋ＋１)
ｎ ꎬｊ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍꎮ 为方便ꎬ假

设 Ｎ ＝ (ｍ ＋ １) ｌ ꎮ 由式(７)得
ε(ｋ＋１)
ｊ ＋１ ≤ ｅ ｜ Ａ｜ ｈε(ｋ＋１)

ｊ ＋ Ｏ(ｈｐ)ꎬ ｊ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ － １
　 　 记 ｃｊ ＝ ε(ｋ＋１)

ｊ ꎬａ ｊ ＝ ｅ ｜ Ａ｜ ｈꎬｂ ｊ ＝ Ｏ(ｈｐ)ꎮ 根据

引理

Ｅ ｊ ＝ ∏
ｊ －１

ｋ ＝ ０
ｅ ｜ Ａ｜ ｈ( ) ε(ｋ＋１)

０ ＋ ∏
ｊ －１

ｋ ＝ ０
∏
ｊ －１

ｌ ＝ ｋ＋１
ｅ ｜ Ａ｜ ｈ( ) Ｏ(ｈｐ) ＝

ｅ ｜ Ａ｜ ｊｈ ｍａｘ
０≤ｉ < ｌδ

(ｋ＋１)
ｉ ＋ ｅ ｜ Ａ｜ ｊｈ － １

ｅ ｜ Ａ｜ ｈ － １
Ｏ(ｈｐ) ＝

Ｏ(ｈｐ－１)ꎬ ｊ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ
　 　 由引理得

ｍａｘ
ｌ≤ｎ≤Ｎ

δ(ｋ＋１)
ｎ ＝ Ｏ(ｈｐ－１)

３　 数值实验

通过数值实验对比指数波形松弛方法与 ３ 种

５６３
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传统方法: 显式欧拉方法、指数方法、波形松弛方

法ꎮ 为简单使用线性实验方程ꎬ 并且所有方法都

基于显式欧拉方法ꎮ
考虑初值问题

ｘ′( ｔ) ＝ ｆ( ｔꎬｘ) ＝

１００ １ １ １
０ ４ １ ０
０ １ ３ １
０ ０ ２ ２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ｘ( ｔ)ꎬ０ ≤ ｔ ≤ ０.１

ｘ(０) ＝ １ １ １ １( ) Ｔ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(８)
　 　 此方程解的第一分量变化快ꎬ 其余 ３ 个分量

变化慢ꎬ 这是刚性方程ꎮ 记

Ａ ＝

１００
４

３
２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬＢ ＝

０ １ １ １
０ ０ １ ０
０ １ ０ １
０ ０ ２ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

　 　 使用分割 ｆ( ｔꎬｘ) ＝ Ａｘ ＋ ｇ( ｔꎬｘ) ＝ Ａｘ ＋ Ｂｘ. 取
步长 ｈ ＝０.００１ꎬ Ｎ ＝ ０.１ / ｈ ＝ １００ꎬ ｘ０ ＝ ｘ(０)ꎮ 方程

(８)的显式欧拉方法为

ｘｎ＋１ ＝ ｘｎ ＋ ｈ(Ａ ＋ Ｂ)ｘｎꎬｎ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ － １ (９)
基于显式欧拉方法的指数方法、波形松弛方

法和指数波形松弛方法分别为

ｘｎ＋１ ＝ ｅＡｈｘｎ ＋ ｈｅＡｈＢｘｎꎬｎ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ － １ (１０)
ｘ(０)
ｎ ≡ ｘ０ꎬｎ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ

ｘ(ｋ＋１)
０ ＝ ｘ０

ｘ(ｋ＋１)
ｎ＋１ ＝ ｘ(ｋ＋１)

ｎ ＋ ｈ(Ａ ＋ Ｂ)ｘ(ｋ)
ｎ ꎬｎ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ － １} ｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

(１１)

ｘ(０)
ｎ ≡ ｘ０ꎬｎ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ

ｘ(ｋ＋１)
０ ＝ ｘ０

ｘ(ｋ＋１)
ｎ＋１ ＝ ｅＡｈｘ(ｋ＋１)

ｎ ＋ ｈｅＡｈＢｘ(ｋ)
ｎ ꎬｎ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ － １} ｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

(１２)

表 １　 在 ｔ＝０.１ 处方程(８)的精确解的值和数值方法(９) ~ (１２)的计算值

Ｔａｂ.１　 Ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ(９) ~ (１２)ａｔ ｔ＝０.１ ｆｏｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ(８)

方法 方法(９) 方法(１０)
方法(１１)

(迭代 ３ 次)
方法(１２)

(迭代 ３ 次)
精确解

ｔ ＝ ０.１ 处

的计算值

１４ ２１４.２４３ ２２ ７５３.１４７ １４ ２１４.２３７ ２２ ７５３.１３８ ２２ ７１９.５９７

１.６４６ ４４１ ０ １.６４８ ３９７ ２ １.６４６ ３６３ ２ １.６４８ ３１８ ４ １.６４８ ４８４ １

１.６３９ ７８１ ２ １.６４１ ４６０ ０ １.６３９ ６４３ ９ １.６４１ ３２１ ２ １.６４１ ７１２ ４

１.５０４ ３９８ ３ １.５０５ ３８７ ８ １.５０４ ２４８ ６ １.５０５ ２３６ ６ １.５０５ ８３０ ５

　 　 方法(９) ~ (１２)都是显式方法ꎬ一般情况显

式方法不能用来求解刚性问题ꎮ 从表 １ 中数据可

以看出显式欧拉方法(９)、波形松弛方法(１１)的
计算结果误差较大ꎬ而同样步长的指数波形松弛

方法(１２)和指数方法(１０)计算结果较准确ꎬ说明

建立的指数波形松弛方法一定程度上克服了显式

方法的缺点ꎬ可以用于求解刚性方程ꎮ 方法(１２)

需要迭代 ３ 次ꎬ计算量比方法 (１０) 大ꎬ但方法

(１２)继承了波形松弛方法的优点ꎬ即通过选择适

当的分割函数(比如块对角矩阵)ꎬ 可以将计算任

务分解成若干独立的小任务ꎬ 进而在不同的处理

器上同时完成ꎬ 而且允许在不同处理器上使用不

同方法ꎬ 因而比方法 ( １０) 更适合弱耦合的大

系统ꎮ

参考文献:
[１] 袁兆鼎ꎬ费景高ꎬ刘德贵.刚性常微分方程初值问题的数值解法[Ｍ].北京:科学出版社ꎬ１９８７.
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Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｌｔｄꎬ１９８４.
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４　 结论

(１)将 ＥＬＭ 模型应用于短期负荷时间序列

预测中ꎬ取得了较高的预测精度ꎬ表明 ＥＬＭ 模型

在短期负荷预测中应用的可行性和有效性ꎮ
(２)本研究在对负荷时间序列进行样本构建

时ꎬ其嵌入维数是根据经验来进行选取的ꎬ在实际

中由于负荷时间序列具有混沌特性ꎬ可进一步通

过相空间重构计算来选取最佳嵌入维数ꎬ这将在

下一步的研究中予以实现ꎮ
(３)所采用的 ＥＬＭ 模型预测精度虽较 ＢＰ 神

经网络模型为高ꎬ但其本质仍然是一种基于经验

风险最小化原则的进化神经网络ꎬ为此需利用结

构风险最小化原则对其进行进一步改进ꎬ以提升

其预测精度和泛化能力ꎮ
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