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摘要: 以机械传动系统中的斜齿轮啮合为研究对象ꎬ在考虑时变刚度、齿侧间隙和啮合误差的情况

下ꎬ建立了十自由度斜齿轮非线性振动数学模型ꎮ 以斜齿轮结构参数作为灵敏度分析参数ꎬ采用数值

分析方法分别研究了斜齿轮系统振动加速度均方根值对齿轮质量、支撑刚度和支撑阻尼的灵敏度ꎮ
结果表明:主、被动轮横向(ｙ 向)振动对各参数敏感度较低ꎬ横向振动( ｘ 向)与被动轮扭转振动对质

量参数、刚度参数、阻尼参数较为敏感ꎬ被动轮扭转振动受到阻尼的影响很大ꎬ灵敏度在扭转振动固有

频率处变化较大ꎮ
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　 　 齿轮系统存在众多非线性因素ꎬ其中最重要

的是时变啮合刚度和齿侧间隙ꎮ 这些非线性因素

不仅对齿轮系统振动特性产生很大影响ꎬ同时也

是齿轮系统振动噪声的主要原因之一[１]ꎮ
齿轮非线性研究基本都是以非线性振动理论

为基础ꎬ Ｈａｍｅｄ 等[２]对含有动态传递误差的单自

由度齿轮系统进行了研究ꎬ发现在不同条件下系

统的稳定性与不稳定性产生明显的跳跃现象ꎮ 魏

静等[３]以斜齿轮为研究对象ꎬ建立了一种改进的

齿轮副弯－扭－轴－摆耦合分析模型ꎬ研究了斜齿

轮各非线性因素对振动动态特性的影响ꎮ 其结果

表明ꎬ随着系统激励频率不断增加ꎬ系统的振动周

期性发生不同的变化ꎬ在固有频率附近ꎬ系统会出

现较大振动响应ꎮ Ｌａｓｓａｄ 等[４]建立了十二自由度

的齿轮模型ꎬ结合时变啮合刚度分析了齿轮非线

性行为ꎬ研究发现当啮合齿轮轮齿位移大于齿侧
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间隙时ꎬ可以清晰地观测到缺齿接触现象ꎮ 基于

齿轮非线性系统模型的灵敏度研究随着非线性动

力学研究的发展而发展起来ꎮ 虽然齿轮系统在可

靠性应用方面取得了一定的成果[５－１０]ꎬ但是在齿

轮振动响应对结构参数灵敏度方面的研究还较

少ꎮ 文献[１１]针对斜齿轮副动态特性的灵敏度

问题ꎬ在考虑齿轮啮合耦合以及轴承因素的影响

下推导了斜齿轮系统的灵敏度计算公式ꎬ主要求

解的是结构参数对固有频率的影响ꎬ并未涉及系

统响应对结构参数的灵敏度ꎮ
本文通过建立十自由度斜齿轮非线性振动数

学模型ꎬ以齿轮质量、支撑刚度和支撑阻尼作为灵

敏度分析参数ꎬ将振动响应均方根值的灵敏度作

为评价指标ꎬ具体分析系统响应对结构参数的灵

敏度ꎬ为齿轮系统的优化设计提供思路ꎮ

１　 多自由度齿轮非线性系统的建立

１.１　 数学模型的建立

图 １ 为建立的斜齿轮副弯－扭－轴－摆耦合的

非线性振动动力学模型[１２]ꎬ为对模型进行简化ꎬ
齿轮传动轴的扭转变形和齿面摩擦没有考虑

在内ꎮ

图 １　 斜齿轮传动系统动力学模型

Ｆｉｇ.１　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｈｅｌｉｃａｌ ｇｅａｒ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ

该模型包含了横向振动( ｘ 和 ｙ)、轴向振动

( ｚ)、扭转振动(θｚ)、扭摆振动(θｙ)ꎮ 用广义位移

阵列可以表示为:
{δ} ＝ {ｘ１ꎬ ｙ１ꎬ ｚ１ꎬ θ１ ｙꎬ θ１ ｚꎬ ｘ２ꎬ ｙ２ꎬ ｚ２ꎬ θ２ ｙꎬ θ２ ｚ} Ｔ

该系统分析模型下推导得:
ｍ１ ｘ̈１ ＋ ｃ１ｘ ｘ􀅰１ ＋ ｋ１ｘ ｆ(ｘ１) ＝ － Ｆｘ (１)
ｍ１ ｙ̈１ ＋ ｃ１ｙ ｙ􀅰１ ＋ ｋ１ｙ ｆ(ｙ１) ＝ － Ｆｙ (２)
ｍ１ ｚ̈１ ＋ ｃ１ｚ ｚ􀅰１ ＋ ｋ１ｚ ｆ( ｚ１) ＝ － Ｆｚ (３)

Ｉ１ θ
¨
１ｙ ＋ ｃ１θｙ θ

􀅰
１ｙ ＋ ｋ１θｙθ１ｙ ＝ － ＦｚＲ１ (４)

Ｉ１ｚ θ
¨
１ｚ ＝ Ｔ１ － ＦｙＲ１ (５)

ｍ２ ｘ̈２ ＋ ｃ２ｘ ｘ􀅰２ ＋ ｋ２ｘ ｆ(ｘ２) ＝ Ｆｘ (６)
ｍ２ ｙ̈２ ＋ ｃ２ｙ ｙ􀅰２ ＋ ｋ２ｙ ｆ(ｙ２) ＝ Ｆｙ (７)
ｍ２ ｚ̈２ ＋ ｃ２ｚ ｚ􀅰２ ＋ ｋ２ｚ ｆ( ｚ２) ＝ Ｆｚ (８)

Ｉ２ θ
¨
２ｙ ＋ ｃ２θｙ θ

􀅰
２ｙ ＋ ｋ２θｙθ２ｙ ＝ － ＦｚＲ２ (９)

Ｉ２ｚ θ
¨
２ｚ ＝ ＦｙＲ２ － Ｔ２ (１０)

式(１) ~ (３)中的啮合力主要由以下式子表示:

Ｆｘ ＝ ｋｍｘ ｆ(ｘ３) ＋ ｃｍｘ ｘ３

􀅰
(１１)

Ｆｙ ＝ ｋｍｙ ｆ(ｘ３) ＋ ｃｍｙ ｘ３

􀅰
(１２)

Ｆｚ ＝ ｋｍｚ ｆ(ｘ３) ＋ ｃｍｚ ｘ３

􀅰
(１３)

式(１１) ~ (１３)中
ｘ３ ＝ ｘ１ － ｘ２ － (ｙ１ ＋ θ１ｚＲ１ ＋ ｙ２ － θ２ｚＲ２)ｔａｎαｔ － ｅｘ

(１４)
ｙ３ ＝ ｙ１ － ｙ２ ＋ θ１ｚＲ１ ＋ θ２ｚＲ２ － ｅｙ (１５)

ｚ３ ＝ ｚ１ － ｚ２ ＋ (ｙ１ ＋ θ１ｚＲ１ － ｙ２ ＋ θ２ｚＲ２)ｔａｎβ － ｅｚ
(１６)

式(１４) ~ (１６)中ꎬｅｘ、ｅｙ、ｅｚ分别为 ｘ、ｙ、ｚ 三方向的
啮合误差ꎮ ｋｍｘ、ｋｍｙ、ｋｍ ｚ分别为啮合刚度在各方向

上的分量ꎮ
设齿轮副侧隙为 ２ｂꎬ则间隙非线性函数 ｆ 表

达式为:

ｆ(ｘ) ＝
ｘ － ｂꎬｘ > ｂ
０ꎬ － ｂ ≤ ｘ ≤ ｂ
ｘ ＋ ｂꎬｘ ≤ ｂ

ì

î

í

ïï

ïï

(１７)

１.２　 量纲一化数学模型

由于刚度和阻尼的数量级差别很大ꎬ因此需

要对方程进行无量纲化ꎮ 定义无量纲时间 τ ＝ ｔ􀅰
ωｎ ꎬ用齿侧间隙 ｂ 为位移标尺ꎬ通过 ｂ 和 τ可以定

义如下参数: ｐ１ ＝ ｘ１ / ｂ ꎬ ｐ２ ＝ ｙ１ / ｂ ꎬ ｐ３ ＝ ｚ１ / ｂ ꎬ ｐ４ ＝
Ｒ１θ１ｙ / ｂ ꎬ ｐ５ ＝ Ｒ１θ１ｚ / ｂ ꎬ ｐ６ ＝ ｘ２ / ｂ ꎬ ｐ７ ＝ ｙ２ / ｂ ꎬ ｐ８ ＝
ｚ２ / ｂ ꎬ ｐ９ ＝ Ｒ２θ２ｙ / ｂ ꎬ ｐ１０ ＝ Ｒ２θ２ｚ / ｂ ꎬ ｐ１１ ＝ ｘ３ / ｂ ꎬ ｐ１２

＝ ｙ３ / ｂ ꎬ ｐ１３ ＝ ｚ３ / ｂ ꎬ ωｎ ＝ ｋｍ / ｍｅ ꎮ
将式子(１) ~ (１０)进行无量钢化ꎬ得到的无

量纲化数学模型如下:
ｐ̈１ ＋ ξ１ｘ ｐ􀅰１ ＋ η１ｘ ｆ(ｐ１) ＋ η１ｍｘｐ１１ ＋ ξ１ｍｘ ｐ􀅰１１ ＝ ０

(１８)
ｐ̈２ ＋ ξ１ｙ ｐ􀅰２ ＋ η１ｙ ｆ(ｐ２) ＋ η１ｍｙｐ１２ ＋ ξ１ｍｙ ｐ􀅰１２ ＝ ０

(１９)
ｐ̈３ ＋ ξ１ｚ ｐ􀅰３ ＋ η１ｚ ｆ(ｐ３) ＋ η１ｍｚｐ１３ ＋ ξ１ｍｚ ｐ􀅰１３ ＝ ０

(２０)
ｐ̈４ ＋ ξ１θ? ｙ ｐ􀅰４ ＋ η１θ? ｙｐ４ ＋ ４η１ｍｚｐ１３ ＋ ４ξ１ｍｚ ｐ􀅰１３ ＝ ０

(２１)

９２３
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ｐ̈５ ＋ ２η１ｍｙｐ１２ ＋ ２ξ１ｍｙ ｐ􀅰１２ ＝ ｇ１ (２２)
ｐ̈６ ＋ ξ２ｘ ｐ􀅰６ ＋ η２ｘ ｆ(ｐ６) － η２ｍｘｐ１１ － ξ２ｍｘ ｐ􀅰１１ ＝ ０

(２３)
ｐ̈７ ＋ ξ２ｙ ｐ􀅰７ ＋ η２ｙ ｆ(ｐ７) － η２ｍｙｐ１２ － ξ２ｍｙ ｐ􀅰１２ ＝ ０

(２４)
ｐ̈８ ＋ ξ２ｚ ｐ􀅰８ ＋ η２ｚ ｆ(ｐ８) － η２ｍｚｐ１３ － ξ２ｍｚ ｐ􀅰１３ ＝ ０

(２５)
ｐ̈９ ＋ ξ２θ? ｙ ｐ􀅰９ ＋ η２θ? ｙｐ９ ＋ ４η２ｍｚｐ１３ ＋ ４ξ２ｍｚ ｐ􀅰１３ ＝ ０

(２６)
ｐ̈１０ － ２η２ｍｙｐ１２ － ２ξ２ｍｙ ｐ􀅰１２ ＝ － ｇ２ (２７)

量纲化后的间隙非线性函数由式(２８)表示:

ｆ(ｐ) ＝
ｐ － １ꎬｐ > １
０ꎬ － １ ≤ ｐ ≤ １
ｐ ＋ １ꎬｐ < － １

ì

î

í

ïï

ïï

(２８)

２　 灵敏度分析方法

对于灵敏度微分方程较易推导的系统或模

型ꎬ直接求导法是一种简单快速的灵敏度分析方

法ꎮ 时变系统可以用微分－代数方程进行描述ꎮ
该种方法可以给出导数的解析表达式ꎬ求导过程

由计算机来辅助完成ꎮ
为了研究齿轮系统结构参数灵敏度ꎬ本文采

用振动均方根值对结构参数的灵敏度数值大小来

识别敏感参数ꎬ推导出响应的均方根值对参数 ｊ
的灵敏度公式ꎮ 假设 ｘ 方向的响应均方根值为:

ｘ ＝ (ｘ２
１１ ＋ ｘ２

１２ ＋ 􀆺 ＋ ｘ２
１ｉ) / ｎ ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)

(２９)
将式(２９)对 ｊ 求导得

δｘ / δｊ ＝ １
ｎ ｘ１１

δｘ１１

δｊ
＋ ｘ１２

δｘ１２

δｊ
＋ 􀆺 ＋ ｘ１ｉ

δｘ１１

ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ /

(ｘ２
１１ ＋ ｘ２

１２ ＋ 􀆺 ＋ ｘ２
１ｉ) / ｎ( ) (３０)

从式(３０)可知ꎬ求取振动响应均方根值对参数 ｊ
的灵敏度ꎬ需要知道响应的时域曲线以及振动响

应对参数 ｊ 的灵敏度时域曲线ꎮ 对公式(１８) ~
(２７)进行求解ꎬ可以求出无量纲模型的时域响应

ｐ１ ~ ｐ１０ ꎬ而对应每一个动态响应ꎬ都可以求出每

个响应对应于一定时域区间的均方根值ꎮ 对公式

(１８) ~ (２７)进行求导(对应于不同参数ꎬ求导方

程不同)ꎬ即可以求出响应 ｐ１ ~ ｐ１０ 的灵敏度时域

曲线ꎮ 通过以上方法可求出系统响应对结构参数

的灵敏度ꎮ

３　 齿轮系统的参数灵敏度分析

３.１　 系统响应对质量参数的灵敏度

齿轮系统的参数如表 １ 所示ꎬ采用四阶变步

长 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ 法对模型进行数值求解ꎮ 无量纲

频率 ｆ 取值区间为[０.０１ ０.７３]ꎬ无量纲时间 τ 取

值区间为[０ꎬ３００００]ꎬ得到齿轮系统振动响应均

方根值对质量参数的灵敏度如图 ２ 所示ꎮ

表 １　 齿轮系统参数

Ｔａｂ.１　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｏｆ ｇｅａｒ ｓｙｓｔｅｍ

参　 数　 　 　 　 　 　 数　 值　 　 　
齿数 ｚ１ꎬ ｚ２ ２３ꎬ４５

模数 ｍ / ｍｍ ２

压力角 α / (°) ２０
基圆半径 Ｒｂ１ / ｍｍ ２３.８０
基圆半径 Ｒｂ２ / ｍｍ ４６.５７
啮合平均刚度 ｋｍ / (Ｎ􀅰ｍ－１) ４.９７１×１０８

齿轮副侧隙 ｂ / μｍ ３０
静态误差幅值 ｅｍ / μｍ １２
负载转矩 Ｔ２ / (Ｎ􀅰ｍ) １００

图 ２ 列举了响应对质量参数的灵敏度(对于

不敏感的响应灵敏度未列图中)ꎮ 由图 ２( ａ)可

知ꎬ对质量 ｍ１ 敏感的系统响应为主动轮横向振

动(ｘ１)和被动轮横向振动( ｘ２)ꎮ 在频率增加的

过程中ꎬ主动轮横向振动对主动轮质量 ｍ１ 最敏

感ꎬ灵敏度方向始终为负ꎬ且灵敏度的大小在－０.
００３ ｋｇ－１至－０.００１ ｋｇ－１之间波动ꎮ 增加主动轮的

质量将会减小主动轮横向振动ꎮ 相比其他动态响

应ꎬ被动轮横向振动对质量 ｍ１ 也十分敏感ꎬ且灵

敏度方向始终保持负数ꎮ 需要注意的是ꎬ在频率

ｆ ＝ ０.６５(通过模态分析得到此频率在二阶扭转振

动固有频率附近)ꎬ主、被动轮轴向振动对质量 ｍ１

灵敏度数值达到最大值ꎬ而在其他频率下不敏感ꎮ
由图 ２(ｂ)可知ꎬ对质量 ｍ２ 敏感的响应为主

动轮横向振动(ｘ１)、主动轮扭转振动和被动轮扭

转振动ꎮ 除在 ｆ ＝ ０.６３ꎬ增加被动轮质量ꎬ有利于

减小主、被动轮扭转振动ꎮ 随着频率的增加ꎬ主、
被动轮扭转振动灵敏度变化不大ꎮ 在低频段ꎬ主
动轮横向振动灵敏度波动较大ꎮ 在高频段ꎬ主动

轮横向振动敏感度降低ꎮ 从灵敏度数量级来看ꎬ
主动轮质量对系统响应的影响比被动轮质量对系

统响应的影响大ꎮ

０３３
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(ａ)主动轮质量 ｍ１ 的灵敏度

(ｂ)被动轮质量 ｍ２ 的灵敏度

图 ２　 系统响应对质量参数的灵敏度

Ｆｉｇ.２　 Ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ｔｏ ｍａｓｓ ｐａｒａｍｅｔｅｒ

３.２　 系统响应对支撑刚度参数的灵敏度

系统响应对支撑刚度的灵敏度数量级如表 ２
所示(对于不敏感的响应灵敏度未列图中)ꎮ 由

表 ２ 可知ꎬ系统响应对 ｙ 向刚度参数的灵敏度数

量级最大ꎬ达到 １０－５ꎮ 因此 ｙ 向刚度是对系统响应

影响最大的刚度参数ꎬ仿真分析得到系统响应均方

根值对 ｙ 向刚度参数的灵敏度如图 ３ 所示ꎮ

表 ２　 系统响应对支撑刚度灵敏度数量级

Ｔａｂ.２　 Ｍａｇｎｔｉｕｄｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ
ｔｏ ｐｅｄｅｓｔａｌ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

参　 数 灵敏度数量级

ｋ１ｘ １０－１０

ｋ１ｙ １０－５

ｋ１ｚ １０－１０

ｋ２ｘ １０－１３ ~１０－１２

ｋ２ｙ １０－５

ｋ２ｚ １０－１２ ~ １０－１１

(ａ)刚度 ｋ１ ｙ 的灵敏度

(ｂ)刚度 ｋ２ ｙ 的灵敏度

图 ３　 系统响应对刚度参数的灵敏度

Ｆｉｇ.３　 Ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ｔｏ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｐａｒａｍｅｔｅｒ

　 　 由图 ３(ａ)可知ꎬ在低频段ꎬ随着频率增加ꎬ系
统响应对刚度 ｋ１ ｙ 的灵敏度增大ꎬ但是在频率 ｆ∈
[０.４２ ０.５１]的区间内以及 ｆ ＝ ０.５２(通过模态分

析得到此频率在一阶扭转振动固有频率附近)ꎬ
系统响应灵敏度方向均发生了变化ꎮ 在 ｆ ＝ ０.６７ꎬ
除主动轮横向振动(ｘ１)灵敏度继续保持增大外ꎬ
其他系统响应灵敏度都变化为极小值ꎮ 主动轮扭

转振动的灵敏度绝对值变化最小ꎮ 综合来看ꎬ对
刚度 ｋ１ ｙ 敏感度从高到低依次为主、被动轮轴向
振动、主动轮横向振动(ｘ１)、被动轮扭转振动、主
动轮扭转振动ꎮ

由图 ３(ｂ)可知ꎬ在低频段ꎬ随着频率的增加ꎬ
系统响应对刚度 ｋ２ ｙ 的灵敏度增大ꎮ 在频率增加

的过程中ꎬ同样也出现了灵敏度方向变化的区域ꎮ
与刚度 ｋ１ ｙ 灵敏度不同的是ꎬ被动轮的横向振动
(ｘ２)变为敏感因素ꎮ 综合来看ꎬ对刚度 ｋ２ ｙ 敏感

度从高到低依次为主、被动轮轴向振动、被动轮横

向振动(ｘ２)、被动轮扭转振动、主动轮横向振动
(ｘ１)、主动轮扭转振动ꎮ
３.３　 系统响应对阻尼参数的灵敏度

系统响应对支撑刚度的灵敏度数量级如表 ３

１３３
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所示ꎮ 由表 ３ 可知ꎬ系统响应对 ｃ２ｙ参数的灵敏度

数量级最大ꎬ其灵敏度最大值数量级达到 １０－４ꎮ
因此ꎬｙ 向阻尼参数是对系统响应影响最大的阻

尼参数ꎬ仿真分析得到系统响应均方根值对 ｃ２ｙ的
灵敏度如图 ４(对于不敏感的响应灵敏度未列于

图中)所示ꎮ

表 ３　 系统响应对支撑阻尼灵敏度数量级

　 　 Ｔａｂ.３　 Ｍａｇｎｔｉｕｄｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ
ｔｏ ｐｅｄｅｓｔａｌ ｄａｍｐｉｎｇ

参　 数 灵敏度数量级

ｃ１ｘ １０－７ ~１０－６

ｃ１ｙ １０－６ ~１０－５

ｃ１ｚ １０－６

ｃ２ｘ １０－９

ｃ２ｙ １０－５ ~１０－４

ｃ２ｚ １０－９

由图 ４ 可知ꎬ被动轮扭转振动对阻尼 ｃ２ｙ非常

敏感ꎬ除在 ｆ ＝ ０.６７ꎬ被动轮扭转振动灵敏度达到

极小值以外ꎬ在其他频率下ꎬ其灵敏度都为最大ꎮ
增大 ｃ２ｙ可以大大降低被动轮扭转振动ꎮ 综合来

看ꎬ对阻尼 ｃ２ｙ敏感度从高到低依次为被动轮扭转

振动、主、被动轮轴向振动、被动轮横向振动

(ｘ２)、主动轮横向振动(ｘ１)、主动轮扭转振动ꎮ

图 ４　 响应对阻尼 ｃ２ｙ的灵敏度

Ｆｉｇ.４　 Ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ｔｏ ｄａｍｐｉｎｇ ｃ２ｙ

４　 结论

１)系统的横向振动响应(ｘ 向)与扭转振动受

到系统的质量参数、刚度参数与阻尼参数的影响

较大ꎮ
２)相比其他系统响应来说ꎬｙ 向振动对所有

参数的敏感度都较低ꎮ
３)增大被动轮支撑阻尼参数(ｙ 向)ꎬ可以大

大降低被动轮的扭转振动ꎮ
４)齿轮系统的振动灵敏度在扭转振动固有

频率处附近的变化较大ꎬ可以为齿轮系统优化设

计提供方向ꎬ为设计出更好的齿轮系统提供指导

性建议ꎮ
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