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摘要: 根据我国现有的车辆荷载样本模型ꎬ考虑在不同运行状态下车辆荷载出现的统计规律ꎬ提出 ｎ
辆车行进于桥梁上并且连续到达的概率密度函数的通用表达式及解析表达式ꎮ 解析表达式可避免通

用表达式繁琐的数值计算ꎬ为确定桥上最大可能车辆数提供便利ꎮ
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　 　 车辆荷载是桥梁结构所承受各种荷载中最重

要的一种ꎮ 车辆荷载的随机性给其预测带来了不

确定性ꎮ 李广慧等[１] 通过分析英国交通实验室

实测 ＷＩＭ 数据ꎬ得到多辆卡车同时出现于桥上的

概率分布ꎮ 王磊等[２] 利用我国既有的车辆荷载

统计数据ꎬ采用卷积方法确定了 ｎ 辆连续到达不

同车辆的概率密度函数的一般表达式ꎮ 本文结合

车辆运行状态时间间距的截口概率分布形式ꎬ给
出了 ｎ 辆连续到达不同车辆的概率密度函数的解

析表达式ꎮ 同时推导了基于车辆间距的 ｎ 辆连续

到达不同车辆的概率密度函数的一般表达式ꎬ实
例表明ꎬ该计算模型适用于任何跨径的桥梁ꎮ

１　 车辆荷载概率分布模型

我国“公路桥梁车辆荷载研究”课题组[３] 为

完善现阶段国内车辆荷载的基础数据ꎬ分别在国

内具有代表性的 ４ 条国道上设置车辆动态测试仪ꎬ
并于各道路重点采集其中某一主要行车道上交通

流的车辆荷载数据ꎮ
利用 Ｋ － Ｓ 检验法按伽马、极值 Ｉ 型、威布尔、

正态和对数正态 ５ 种分布类型分别对车辆荷载各

数据集(车重、轴重、车间距等)进行分布拟合检

验ꎬ并由极大似然估计法给出各种分布参数ꎮ 经

分析ꎬ可认为公路桥梁车辆荷载的基本分布类型

为对数正态分布和伽马分布ꎬ如表 １ꎮ
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表 １　 车辆荷载截口概率分布及其参数

Ｔａｂ.１　 Ｖｅｈｉｃｌｅ ｌｏａｄｉｎｇ ｔｒｕｎｃａｔｅｄ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
ａｎｄ ｉｔｓ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

车辆荷载 分布类型 μ^ σ^

一般运行状态

车间距 / ｍ
对数正态 ４.８１７ ７ １.１１５ ８

一般运行状态

时间间距 / ｓ
伽马 ０.９０４ ３ ０.０３９ ５

密集运行状态

车间距 / ｍ
对数正态 １.５６１ ２ ０.２７９ ７

密集运行状态

时间间距 / ｓ
伽马 １２.９０７ ３ ７.２３５ ８

２　 车辆荷载概率分布函数性质

２.１　 对数正态分布

设随机变量 Ｘ 的对数服从均值为 μ ꎬ标准差

为 σ 的正态分布ꎬ则称其服从参数为 μ 和 σ 的对

数正态分布ꎬ即如果 Ｘ ＝ ｅＹ ꎬ其中 Ｙ ~ Ｎ(μꎬσ２) ꎮ
此时 Ｘ 的概率密度函数为:

ｆ ｘ( ) ＝
１

ｘσ ２π
ｅｘｐ

－ (ｌｎｘ － μ) ２

２σ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ > ０

０ ｘ ≤ ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１)

记作 Ｘ ~ ｌｎＮ(μꎬσ) ꎬ μ 和 σ 分别是 ｌｎＸ 的均值

和标准差ꎮ 其分布函数为:

Ｆ ｘ( ) ＝ １
２πσ

∫ｘ
－¥

１
ｔ
ｅｘｐ

－ (ｌｎｘ － μ) ２

２σ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ

(２)

２.２　 伽马分布

设随机变量 Ｘ 的密度函数为式(３)ꎬ则称 Ｘ
服从 Γ (Ｇａｍｍａ)分布ꎬ记为 Ｘ ~ Γ(αꎬβ) ꎮ 通常

称 α 为形状参数ꎬ β 为尺度参数ꎮ 其分布函数为

式(４)ꎮ

ｆ ｘꎻαꎬβ( ) ＝
βα

Γ α( )
ｘα－１ｅ －βｘ ｘ > ０

０ ｘ ≤ ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

(３)

Ｆ ｘ( ) ＝ βα

Γ α( ) ∫
ｘ

０
ｔα－１ｅ －βｔｄｔ (４)

设 Ｘ１、 Ｘ２ 相互独立且分别服从参数为 (α１ꎬβ) ꎬ

(α２ꎬβ) 的 Γ 分布ꎬ记为 Ｘ１ ~ Γ α１ꎬβ( ) ꎬ Ｘ２ ~
Γ α２ꎬβ( ) ꎬ则有 Ｘ１ ＋ Ｘ２ ~ Γ α１ ＋ α２ꎬβ( ) ꎮ

３　 车辆进行过程数学模型

３.１　 车辆跟车模型

车辆荷载有很强的不确定性ꎬ为方便对车辆

行进过程数学建模ꎬ合理地简化了车辆形式ꎬ并且

从众多影响车辆荷载模型的参数中选择能较准确

描述不同车辆连续到达过程的几个参数ꎬ对这些

参数时点变化过程进行统计分析ꎬ如图 １ 所示ꎮ

图 １　 车辆进行过程示意图

Ｆｉｇ.１　 Ｖｅｈｉｃｌｅｓ ｐａｓｓ ａ ｂｒｉｄｇｅ ｉｎ ｓｕｃｃｅｓｓｉｏｎ

３.２　 基本假设

由于车辆荷载的随机性及复杂性ꎬ在推导 ｎ
辆车连续到达的概率密度函数前ꎬ需要做一些合

理的假设:
１)桥梁上的车辆为匀速行驶ꎻ
２)桥梁上的车辆不发生堵车现象ꎬ即认为车

辆是按各自要求行驶于桥梁的随机过程ꎻ
３)以下讨论均基于单车道ꎬ并且认为行驶于

某一车道上的车辆不与临近车道发生关系ꎬ即单

车道的独立性ꎻ
４)任意两个连续到达车辆互不影响ꎬ即车辆

本身相互独立ꎮ
基于以上 ４ 点假设ꎬ便可推导不同连续到达

的车辆间距的分布密度函数ꎮ
３.３　 基于车辆时间间距的数学模型

设桥梁其中一个车道上行驶着一个车队ꎬ由
ｎ ｎ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺( ) 辆车组成ꎮ 车长最小长度为

ｌｍｉｎ ꎬ最大长度为 ｌｍａｘ ꎻ第 ｉ 辆车和第 ｉ － １ 辆车的

车间距为(前车后轴ꎬ后车前轴) δｉ ꎬ并且 δｍｉｎ ＝
ｍｉｎ δｉ{ } ｎ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺( ) ꎻ两个连续到达的间距

(前车前轴ꎬ后车前轴)为 ｄ ꎻ ｄｉ 表示第 ｉ个到达的

车间距ꎬ即第 １ 辆车前轴至第 ｉ 辆车前轴的距离ꎮ
下文将推导两连续到达车辆的车间距概率密度

函数ꎮ
由表 １ 可知ꎬ连续到达的两辆车之间的时间

间隔不管是在一般运行状态还是密集运行状态ꎬ

６１２
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它们都服从伽马分布ꎬ只是分布参数有所不同ꎮ
根据假设条件ꎬ车速 ｖ 为定值ꎬ因此两连续到

达的车辆车间距 ｄ ＝ ｖｔ ꎬ式中 ｔ 为两车时间间距ꎬ
服从伽马分布ꎬ由伽马分布性质易得两连续到达

车辆车间距 ｄ 的概率密度函数:

ｆ ｄ( ) ＝ λ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷

α ｄ( ) α－１

Γ α( )
ｅｘｐ － λ

ｖ
ｄæ

è
ç

ö

ø
÷ (５)

式(５)中ꎬ ｄ≥ δｍｉｎ ＋ ｌｍｉｎ ꎬ显然 ｄ仍然服从 Γ分布ꎬ
记作 ｄ ~ Γ αꎬλ / ｖ( ) ꎮ 式(５)中 ｖ 为常数ꎬ ｄ / ｖ ≤
３ｓ 时ꎬ为密集运行状态ꎻ ｄ / ｖ ≥ ３ｓ 时ꎬ为一般运行

状态ꎮ
在车辆进行过程模型中ꎬ设第 １ 辆车前轴到

第 ３ 辆车前轴的距离为 ｄ３ꎬ其概率密度函数可由

已知 ｄ 的概率密度函数通过卷积积分得到:

ｆ３ ｄ３( ) ＝ ∫ｄ２ｍａｘ

ｄ２ｍｉｎ

ｆ(ｄ３ － ｘ) ｆ(ｘ)ｄｔ (６)

　 　 因两车间距 ｄ ~ Γ αꎬλ / ｖ( ) ꎬ由 Γ 分布函数

的性质ꎬ易得 ｄ３ 的概率密度函数解析表达式ꎬ并
将其记为 ｄ３ ~ Γ ２αꎬλ / ｖ( ) :

ｆ３ ｄ３( ) ＝ λ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ２α

ｄ３( ) ２α－１

Γ ２α( )
ｅｘｐ － λ

ｖ
ｄ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ (７)

　 　 同理ꎬ可设第 １ 辆车前轴至第 ４ 辆车前轴的

距离为 ｄ４ꎬ其概率密度函数可由已知的 ｄ３ 及 ｄ 的

概率密度函数通过卷积积分得到:

ｆ４ ｄ４( ) ＝ ∫ｄ３ｍａｘ

ｄ３ｍｉｎ

ｆ３(ｄ４ － ｘ) ｆ(ｘ)ｄｔ (８)

　 　 又因 ｄ３ ~ Γ ２αꎬλ / ｖ( ) 及 ｄ ~ Γ αꎬλ / ｖ( ) ꎬ易
得 ｄ４ 的概率密度函数解析表达式:

ｆ４ ｄ４( ) ＝ λ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ３α

ｄ４( ) ３α－１

Γ ３α( )
ｅｘｐ － λ

ｖ
ｄ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ (９)

　 　 由此类推ꎬ当有一 ｎ ｎ ＝ １ꎬ２ꎬ３􀆺􀆺( ) 辆车组

成的车队ꎬ第 １ 辆车前轴到第 ｎ 辆车前轴的距离

ｄｎ ＝ ｄｎ－１ ＋ ｄ ꎬ ｄｎ 的概率密度函数可以由 ｄｎ－１ 及 ｄ
的概率密度函数通过卷积积分得到:

ｆｎ ｄｎ( ) ＝ ∫ｄ(ｎ－１)ｍａｘ

ｄ(ｎ－１)ｍｉｎ

ｆｎ－１(ｄｎ － ｘ) ｆ(ｘ)ｄｔ (１０)

　 　 同时可得 ｄｎ 概率密度函数的解析表达式:
ｆｎ ｄｎ( ) ＝ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

λ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｎ － １( ) α

ｄｎ( ) (ｎ－１)α－１

Γ ｎ － １( ) α( )
ｅｘｐ － λ

ｖ
ｄｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

(１１)
以上求得 ｎ 辆不同连续到达车辆的概率密度函数

的解析表达式ꎬ利用式(１１)容易确定在长为 Ｌ 的

桥梁上最大车辆荷载数ꎮ

以上数学模型是在假设车辆匀速行驶于桥上

推导出来的ꎬ这与实际情况相去甚远ꎻ另外ꎬ当桥

梁达 到 一 定 长 度 时ꎬ 由 式 ( １１ ) 计 算 得 到 的

ｆ ｄｎ( ) 出现失真ꎬ这种失真由 Γ 分布的性质引起ꎮ
为解决以上不足ꎬ本文将推导基于车间距

(前车后轴到后车前轴的距离)与车辆长度的车

辆荷载连续到达的数学模型ꎮ
３.４　 基于车辆间距的数学模型

由表 １ 可知ꎬ行驶于桥上的车队ꎬ连续到达的

两辆车之间的车间距 ｌ (前车后轴到后车前轴的

距离)不管是一般运行状态还是密集运行状态ꎬ
都服从对数正态分布ꎬ对应不同状态分布参数

不同:

ｆ ｌ( ) ＝ １
σ ２π

􀅰 １
ｌ
􀅰ｅｘｐ

－ (ｌｎｌ － μ) ２

２σ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

(１２)
　 　 根据目前各国关于车长的统计分析ꎬ认为车

长 ｘ 服从正态分布ꎬ分布参数为 μ ＝ ４.５２ꎬ σ２ ＝
０.６８ :

ｆ ｘ( ) ＝ １
σ ２π

ｅｘｐ
－ (ｘ － μ) ２

２σ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ (１３)

　 　 有了车间距 ｌ 以及车长 ｘ 的概率密度函数ꎬ
就可以得到两辆连续到达车辆的车间距 ｄ (前车

前轴到后车前轴)的概率密度函数ꎮ ｆ ｄ( ) 可由卷

积积分得到:

ｆ ｄ( ) ＝ ∫ｌｍａｘ

ｌｍｉｎ

ｆ ｄ － ｘ( ) ｆ ｘ( ) ｄｘ (１４)

　 　 得到 ｆ ｄ( ) 后ꎬ容易得出 ｆ ｄｎ( ) 的概率密度

函数:

ｆｎ ｄｎ( ) ＝ ∫ｄ(ｎ－１)ｍａｘ

ｄ(ｎ－１)ｍｉｎ

ｆｎ－１(ｄｎ － ｘ) ｆ２(ｘ)ｄｔ (１５)

　 　 这样就避免了匀速的假设ꎬ并且通过式(１５)
可计算任意跨度桥梁上行驶的最大车辆数ꎮ

４　 实例分析

某大桥计算跨径为 ５２０ ｍꎬ设该桥建成后日

交通量为 ５ ０００ ｖｅｈ / ｈꎬ平均时速为 ６０ ｋｍ / ｈꎬ车长

服从正态分布ꎬ ｂ ｘ( ) ~ Ｎ ４.５２ꎬ０.６８( ) ꎬ且车长的

最小值和最大值分别为 ２ ｍ 和 １７ ｍꎮ
结合以上数据ꎬ由式(１１)计算得到 ｎ 辆不同

连续到达车辆的概率密度函数 ｆ ｄｎ( ) ꎬ图 ２、３ 即

表示密集运行状态与一般运行状态时 ｄｎ 的概率

密度函数图ꎮ
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图 ２　 基于时间间距的密集运行状态 ｆ ｄｎ( )

Ｆｉｇ. ２ 　 Ｉｎｔｅｎｓｉｖｅ ｒｕｎｎｉｎｇ ｓｔａｔｅｓ ｆ ( ｄｎ ) ｂａｓｅｄ ｏｎ

ｔｉｍｅ ｉｎｔｅｒｖａｌｓ

图 ３　 一般运行状态 ｆ(ｄｎ)

Ｆｉｇ.３　 Ｇｅｎｅｒａｌ ｒｕｎｎｉｎｇ ｓｔａｔｅ ｆ ｄｎ( )

由图 ２ 可知ꎬ当 ｎ ＝ １１ 时ꎬ由式(１１)计算的概

率密度函数图像出现突变ꎬ可见当 ｎ ≥ １１ 时ꎬ式
(１１)已不再适用ꎮ 由图 ３ 可知ꎬ当 ｎ ＝ ９ 时ꎬ概率

密度函数图在 ０~５００ ｍ 内基本接近于 ０ꎬ由此可

判定ꎬ一般运行状态时ꎬ行驶于该桥上最大可能的

车辆数为 ８ꎮ 而密集运行状态行驶的最大车辆数

可由式(１５)计算ꎬ本研究只列出部分有代表的连

续到达车间分布密度图ꎬ如图 ４ꎮ

图 ４　 基于车间间距的密集运行状态 ｆ(ｄｎ)

Ｆｉｇ.４ 　 Ｉｎｔｅｎｓｉｖｅ ｒｕｎｎｉｎｇ ｓｔａｔｅｓ ｆ ｄｎ( ) ｂａｓｅｄ ｏｎ

ｖｅｈｉｃｕｌａｒ ｉｎｔｅｒｖａｌｓ

由图 ４ 可知ꎬ当 ｎ ＝ ５８ 时ꎬ概率密度函数图在

０~５００ ｍ 基本接近于 ０ꎬ由此可判定ꎬ密集运行状

态时行驶于该桥上最大可能的车辆数为 ５８ꎮ

５　 结语

１)推导了基于时间间距的 ｎ辆不同连续到达

车辆的概率密度函数的解析表达式ꎬ避免了一般

表达式繁琐的数值计算ꎬ为确定桥上最大可能车

辆数提供极大便利ꎮ
２)经分析ꎬ基于时间间距的数学模型只适用

于中小跨径桥梁ꎬ本文推导了基于车辆间距的 ｎ
辆不同连续到达车辆的概率密度函数的一般表达

式ꎮ 实例表明ꎬ该计算模型适用于任何跨径桥梁ꎮ
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