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摘要：利用ＣＲ微分理论，提出求解一类线性等式约束的复变量非光滑凸优化问题的复值次梯度投影
算法（ＣＳＰＭ），该算法能完全基于复域上运行。在较弱的条件下证明了算法的全局收敛性，数值实验
进一步表明了ＣＳＰＭ的可行性和有效性，该算法尤其适合大规模优化问题的求解。
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ｎｅｓｓ

　　考虑线性等式约束的非光滑复变量凸优化
问题：

ｍｉｎ
ｚ∈Ｃｎ
　ｈ（ｚ）＋‖Ｑｚ－ｄ‖１

ｓ．ｔ．　Ａｚ＝ｂ
（１）

其中．优化变量ｚ∈Ｃｎ，ｈ（ｚ）∶Ｃｎ!Ｒ是Ｒ可微的
凸函数，Ｑ∈Ｃｌ×ｎ，Ａ∈Ｃｍ×ｎ，ｂ∈Ｃｍ，ｄ∈Ｃｌ，另
假设问题（１）有全局最优解。

１　预备知识
问题（１）的目标函数为复变量实值函数，不

满足柯西－黎曼条件［１］，这意味着经典的复变函

数理论无法应用于问题（１）优化算法的设计上。

通过拆分复值数据，将问题转化为等价的实变量

优化问题求解是较为普遍的做法。不足在于转化

过程繁琐，数据结构被破坏，当复变量优化问题的

规模较大时，转化得到的实变量优化问题成倍地

扩大了原问题的规模，大大增加了问题求解的空

间复杂性。ＣＲ微分［２］是一种适用范围更广的复

变函数微分理论，近年来被广泛应用于复变量优

化领域［３－４］，并逐渐成为设计和分析复值优化算

法，尤其是使用导数的复值优化算法的重要理论

基础。

设ｇ（ｚ）∶Ｃｎ
!

Ｒ，ＣＲ微分中复变量ｚ与它的
共轭ｚ－在形式上认为是两个独立的变量，ｇ（ｚ）在
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形式上也可写作ｇ（ｚ，ｚ－）或ｇ（ｖ），其中ｖ＝
ｚ
ｚ( )－

　　定义 １［２］　ｇ（ｚ）关于 ｚ与 ｚ－的偏导数定
义为：

Ｒ导数ｇ
ｚｚ－＝常值

，Ｒ
－
导数ｇ

ｚ－ ｚ＝常值

。

出于简化的考虑，Ｒ导数与 Ｒ
－
导数分别记为

ｇ
ｚ
和
ｇ
ｚ－
。如果 ｇ（ｚ，ｚ－）关于 ｚ与 ｚ－的偏导数存

在，则ｇ（ｚ，ｚ－）称之为Ｒ可微的。令ｚ＝ｘ＋ｊｙ，ｊ
为虚数单位，ｘ，ｙ∈Ｒｎ分别记为ｚ的实部和虚部，
则

ｇ（ｚ）＝ｕ（ｘ，ｙ）＋ｊｖ（ｘ，ｙ）：Ｒ２ｎ
!

Ｃ
其中，ｕ（ｘ，ｙ），ｖ（ｘ，ｙ）：Ｒ２ｎ

!

Ｒ。可以证明 Ｒ导

数与Ｒ
－
导数等价于［５］

ｇ
ｚ
＝１２（

ｇ
ｘ
－ｊｇ
ｙ
），　ｇ

ｚ－
＝１２（

ｇ
ｘ
＋ｊｇ
ｙ
）。

定义２［２］　如果ｇ（ｚ）是Ｒ可微的，则该函数

的复梯度定义为：
!

ｇ＝ｇ
ｚ－
。

ＣＲ微分其它概念可参考文献［６，７］。
定义３　若 ｇ（ｚ）是 Ｃｎ上实值连续凸函数，

如果向量η满足
　ｇ（ξ）≥ｇ（ｚ）＋Ｒｅ（（ξ－ｚ）Ｈη）　ξ∈Ｃｎ，

则η称为ｇ在ｚ上的次梯度，记为 !

～
ｇ（ｚ）。ｇ在ｚ

上的次梯度全体称为 ｇ在 ｚ上的次微分，记为
ｇ（ｚ）。

命题１　令ｇ（ｚ）＝‖Ｑｚ－ｄ‖１，其中 Ｑ∈
Ｃｌ×ｎ，ｄ∈Ｃｌ，令θｉ（ｚ）＝ｑ

Ｔ
ｉｚ－ｄｉ及

φｉ（ｚ）＝
ｐｉ， θｉ（ｚ） ＝０

θｉ（ｚ）／θｉ（ｚ）， θｉ（ｚ）≠
{ ０

其中，ｑｉ是 Ｑ的第 ｉ行，ｄｉ是 ｄ的第 ｉ个分量，
ｐｉ∈Ｃ且 ｐｉ≤１，有

!

～
ｇ（ｚ）＝ＱＨ（ｚ），

其中，（ｚ）＝（１（ｚ），…，ｌ（ｚ））
Ｔ。

２　算法的导出
次梯度算法是用于优化非可微凸函数的一种

简单的方法，其主要思想是通过次梯度反方向

（负次梯度方向）搜索以找到目标函数的极小值。

由于算法简单，次梯度法能快速地实施，较之牛顿

法和内点法，次梯度法只需要更小的运行空间，

这使得次梯度法很适合处理数据规模大的问题。

相关内容参考文献［８－１０］。本文首次将次梯度
投影算法从解决实变量约束优化问题推广到解复

变量约束优化问题，提出一类复值次梯度投影算

法（ｃｏｍｐｌｅｘｖａｌｕｅｄｓｕｂｇｒａｄｉｅｎｔｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ，
ＣＳＰＭ）求解问题（１）。

令ｇ（ｚ）＝ｈ（ｚ）＋‖Ｑｚ－ｄ‖１，其次梯度为

!

～
ｇ（ｚ）＝

!

ｈ（ｚ）＋ＱＨ（ｚ）
其中，

!

ｈ（ｚ）为 ｈ（ｚ）复梯度，（ｚ）的定义见命

题１，
!

～
ｇｋ表示目标函数 ｇ在点 ｚｋ的次梯度。

ＣＳＰＭ求解问题（１）的框架如下：

算法：ＣＳＰＭ
输　入：初始可行点ｚ１，如ｚ１ ＝Ａ＋ｂ．
初始化：最大迭代数Ｋｍａｘ，最大历史长度Ｎ＞０，容忍度

ε＞０，令ｇ１ｂｅｓｔ＝ｇ（ｚ
１），ｚｂｅｓｔ＝ｚ

１及ｋ＝１．

１：　ｆｏｒｉ＝１ｔｏＫｍａｘｄｏ

２：　ｚｋ＋１ ＝ＰΩ（ｚ
ｋ－αｋ!

～
ｇｋ）；　ｋ＝ｋ＋１

３：　ｉｆ　ｇｋ－１ｂｅｓｔ≥ｇ（ｚ
ｋ）ｔｈｅｎ

４：　ｇｋｂｅｓｔ＝ｇ（ｚ
ｋ），ｚｂｅｓｔ＝ｚ

ｋ

５：　ｅｌｓｅ

６：　ｇｋｂｅｓｔ＝ｇ
ｋ－１
ｂｅｓｔ

７：　ｅｎｄｉｆ
８：　ｉｆ　ｋ＞Ｎａｎｄｇｋ－Ｎｂｅｓｔ－ｇ

ｋ
ｂｅｓｔ ／ｇ

ｋ
ｂｅｓｔ≤εｔｈｅｎ

９：　ｂｒｅａｋ
１０：　ｅｎｄｉｆ
１１：ｅｎｄｆｏｒ
输 出：ｚｂｅｓｔ．

　　因为次梯度方向不一定是目标函数的下降方
向，因此需要追踪每次迭代后目标函数的最优值，

该算法中，ｇｋｂｅｓｔ记录第 ｋ次迭代后所达到的最优
目标函数值，ｚｋｂｅｓｔ表示相应的最优变量。Ω＝｛ｚ∈
Ｃｎ｜Ａｚ＝ｂ｝表示可行域，Ω上正交投影算子记为
ＰΩ（·），ａ∈Ｃ

ｎ，

ＰΩ（ａ）＝（Ｉｎ－Ａ
＋Ａ）ａ＋Ａ＋ｂ

其中，Ａ＋表示复矩阵 Ａ的 ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆。αｋ
记为第 ｋ次迭代的步长，次梯度法的搜索步长是
预先设置的，αｋ的选取策略对于迭代序列的收敛
行为起着关键作用。实验表明，有限平方和准则

是较好的选择［１１］，即

　　αｋ≥０，　∑
"

ｋ＝１
α２ｋ ＜"

，　∑
"

ｋ＝１
αｋ ＝"

（２）

７８
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例如，αｋ ＝
ａ
ｂ＋ｋ，其中 ａ＞０，ｂ≥０，ＣＳＰＭ中

αｋ选取有限平方和准则。

３　收敛性分析

令 ｇ 表示问题（１）最优目标函数值，即
ｇ ＝ｉｎｆ

ｚ∈Ω
ｇ（ｚ），记最优解的集合为Ｚ ，另假设：

１）算法中的次梯度有界，即存在Ｇ＞０，任

一ｋ，有‖ !

～
ｇｋ‖２≤Ｇ；

２）初始点与 Ｚ 的距离有界，即任一 ｚ ∈
Ｚ ，有‖ｚ１－ｚ‖２≤Ｒ。

定理１　设 ｇｋ{ }
ｂｅｓｔ 为 ＣＳＰＭ求解问题（１）生

成的序列，上述假设成立，则

ｌｉｍ
ｋ→"

ｇｋｂｅｓｔ＝ｇ

　　证明：令 ｚ～ｋ＋１ ＝ｚｋ－αｋ!
～
ｇｋ，设ｚ 是任一最

优解，依次梯度定义，

ｇ（ｚ）≥ｇ（ｚｋ）＋Ｒｅ（（ｚ －ｚｋ）Ｈ!
～
ｇｋ），

因此

‖ｚ～ｋ＋１－ｚ‖２
２ ＝‖ｚ

ｋ－αｋ!
～
ｇｋ－ｚ‖２

２ ＝

‖ｚｋ－ｚ‖２
２－２αｋＲｅ（（ｚ

ｋ－ｚ）Ｈ
!

～
ｇｋ）＋

α２ｋ‖ !

～
ｇｋ‖２

２≤

‖ｚｋ－ｚ‖２
２－２αｋ（ｇ（ｚ

ｋ）－ｇ）＋α２ｋ‖ !

～
ｇｋ‖２

２，

考虑到ＰΩ（·）是非扩张的，即

‖ｚｋ＋１－ｚ‖２ ＝

‖ＰΩ（ｚ
～ｋ＋１）－ｚ‖２≤‖ｚ

～ｋ＋１－ｚ‖２，

进而

‖ｚｋ＋１－ｚ‖２
２≤

‖ｚｋ－ｚ‖２
２－２αｋ（ｇ（ｚ

ｋ）－ｇ）＋α２ｋ‖ !

～
ｇｋ‖２

２

上式递归得

‖ｚｋ＋１－ｚ‖２
２≤‖ｚ

１－ｚ‖２
２－

２∑
ｋ

ｉ＝１
αｉ（ｇ（ｚ

ｉ）－ｇ）＋∑
ｋ

ｉ＝１
α２ｉ‖ !

～
ｇｉ‖２

２。

注意到‖ｚｋ＋１－ｚ‖２
２≥０及‖ｚ

１－ｚ‖≤Ｒ，则

２∑
ｋ

ｉ＝１
αｉ（ｇ（ｚ

ｉ）－ｇ）≤Ｒ２＋∑
ｋ

ｉ＝１
α２ｉ‖ !

～
ｇｉ‖２

２，

又因为

∑
ｋ

ｉ＝１
αｉ（ｇ（ｚ

ｉ）－ｇ）≥

（∑
ｋ

ｉ＝１
αｉ） ｍｉｎｉ＝１，…，ｋ

（ｇ（ｚｉ）－ｇ）＝

（∑
ｋ

ｉ＝１
αｉ）（ｇ

ｋ
ｂｅｓｔ－ｇ），

所以

ｇｋｂｅｓｔ－ｇ ≤（Ｒ
２＋∑

ｋ

ｉ＝１
α２ｉ‖ !

～
ｇｉ‖２

２）／（２∑
ｋ

ｉ＝１
αｉ），

考虑到假设‖ !

～
ｇｋ‖２≤Ｇ　（ｉ＝１，…，ｋ），故

ｇｋｂｅｓｔ－ｇ ≤（Ｒ
２＋Ｇ２∑

ｋ

ｉ＝１
α２ｉ）／（２∑

ｋ

ｉ＝１
αｉ）

算法中，步长 αｋ选取有限平方和准则（２），综合
上式，即得ｌｉｍ

ｋ→"

ｇｋｂｅｓｔ－ｇ ＝０，命题得证。

４　数值实验
考虑如下问题：

ｍｉｎ
ｚ∈Ｃｎ
　‖Ｆｚ－ｄ‖２

２＋‖Ｑｚ‖１

ｓ．ｔ．　Ａｚ＝ｂ
（３）

实验中矩阵Ｆ∈Ｃｌ×ｎ，Ｑ∈Ｃｎ×ｎ，Ａ∈Ｃｍ×ｎ及向量
ｂ∈Ｃｍ，ｄ∈Ｃｌ均随机生成，且各元素独立同分布
于均值为０，标准差为１的正态分布。ＣＳＰＭ的初
始点选取 Ａ＋ｂ，Ａ的伪逆算法采用 ｑｒｇｉｎｖ函
数［１２］。步长 αｋ选取有限平方和准则（２），其中
ａ＝１，ｂ＝０，其他参数设置为：最大迭代数Ｋｍａｘ＝
５０００，最大历史长度Ｎ＝２０及容忍度ε＝１０－５。

表１　两类算法运行时间（ｓ）的比较
Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｕｎｎｉｎｇｔｉｍｅｓｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏａｌｇｏ

ｒｉｔｈｍｓ

ｎ ｍ／ｎ ｌ／ｎ ｔ（ＣＳＰＭ）／ｓ ｔ／（ＣＶＸ）／ｓ

２００

０．２ １．２ ２．４６９ ９．７１９

０．２ １．６ ０．４６９ １１．５

０．８ １．２ ０．１１ １１．５７９

０．８ １．６ ０．１０９ １２．９０６

３００

０．２ １．２ ７．７３４ ２９．５

０．２ １．６ ３ ３４．８１２

０．８ １．２ ０．３１３ ３５．５７８

０．８ １．６ ０．２９７ ３８．７３４

５００

０．２ １．２ ２４．３６ １３６．８３

０．２ １．６ ８．６５６ １６２．４５

０．８ １．２ ０．８４４ １６７．７５

０．８ １．６ ０．６７２ １６２．７

实验在联想（ＣＰＵ２。１ＧＨｚ，内存２ＧＢ）个人
计算机上进行，程序采用 ＭＡＴＬＡＢ语言编写，并
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在ＭＡＴＬＡＢ７．６．０的环境下执行，每种规模下分
别运行 １０次，并保证 ＣＳＰＭ的相对误差小于
１０－４，相对误差定义为

ＲｅｌＥｒｒ＝
ｇｋｂｅｓｔ－ｇ

ｇ

其中，ｇ 事先通过凸规划软件包 ＣＶＸ［１３］算出。

ＣＳＰＭ与ＣＶＸ在每种规模下平均耗时（单位：ｓ）
列在表１中。从表１可以看出，ＣＳＰＭ在收敛速
度上优于传统凸优化方法，尤其是当 ｍ／ｎ逼近１
时，两者在平均耗时上差异悬殊。
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