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摘要：论述了从Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，Ｇａｂｏｒ变换，小波变换，到ＨｉｌｂｅｒｔＨｕａｎｇ变换的理论进展与工程应用，比
较了Ｆｏｕｒｉｅｒ频谱与ＨＨＴ边际谱的差异，并对非平稳信号的稳定性度量提出了新的指标。最后，介绍
和述评了ＨＨＴ的研究进展和实际应用。
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　　近年来，随着计算机软硬件工程的迅速发展，
数字仿真技术已从单纯的数值分析发展到集合了

模型开发、定律证明、虚拟仿真、三维动画、图形界

面仿真、数字媒体等为一体的高复杂性的综合系

统。仿真研究的收敛性估计、精度和稳定性分析

等也有了显著的进步。就迅速发展的技术层面而

言，这归功于计算机离散模型的更新和数学工具

的进展。前者经历了由连续介质到离散粒子的更

新发展过程［１］，其中从以区域离散和单元分片插

值为基础的有限元法发展到以粒子离散和广义移

动最小二乘法拟合为基础的无网格法，适应了纳

米时代对离散模型更新和计算技术提高的迫切需

要；而后者随着数学研究的进展有了许多新发现，

尤其是在非线性、非平稳动力系统方面出现了许

多新的研究成果。在土木工程领域，对于非线性

非平稳动力系统的研究可应用于强烈地震波作用

下建筑结构的地震响应仿真分析，这正是本文讨

论的重点。
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１　数值方法进展
１．１　Ｆｏｕｒｉｅｒ变换

传统的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换在地震波频谱分析中发
挥过极其重要的作用，它揭示了信号能量的频域

分布。习惯上，Ｆｏｕｒｉｅｒ变换可表达为：

Ｆ（ω）＝∫
∞

－∞
ｆ（ｔ）ｅ－ｉωｔｄｔ （１）

　　但是，Ｆｏｕｒｉｅｒ频谱存在着严格的限制条
件［２］：被分析的系统必须是线性的，信号必须是

严格周期或广义平稳的，否则分析的结果缺少物

理意义。此外，Ｆｏｕｒｉｅｒ变换是一种纯频域分析方
法，虽然可以确定信号中所有出现的频率及其相

对强度，但无法确定这些频率出现于何时。实际

上，地震波在短暂的持时内频率和幅度变化强烈，

经结构滤波后又转变为以结构的加速度、速度和

位移等物理量为代表的非线性、非平稳时变信号。

因此，仅了解信号在时频或频域的全局特性是不

够的，信号频谱随时间变化的情况更需关注。可

见，以平稳随机过程为出发点的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换并不
适用于地震波的频谱分析。

１．２　Ｇａｂｏｒ变换
ＤｅｎｎｉｓＧａｂｏｒ于 １９４６年提出的加窗 Ｆｏｕｒｉｅｒ

变换（Ｇａｂｏｒｔｒａｎｓｆｏｒｍ）［３］是对Ｆｏｕｒｉｅｒ方法的重大
改进。虽然它只是给信号加一个小窗，使波的两

端迅速衰减，并集中在这个可移动的小窗内进行

信号变换，但它开创了信号局域化重大变革的先

河。Ｇａｂｏｒ变换可表达为：

Ｆｇ（ω，τ）＝∫
∞

－∞
ｆ（ｔ）ｇ（ｔ－τ）ｅ－ｉωｔｄｔ （２）

　　Ｇａｂｏｒ变换在时频局域化进程中虽然有着一
定的进步，但其局限性仍然明显。首先，一旦选定

了窗函数，其时频窗口的大小、形状就固定不变，

受Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ测不准原理的限制，其时间分辨率
与频率分辨率无法同时达到最优。其次，Ｇａｂｏｒ
变换的频窗宽度Δｆ与测量的中心频率无关，所采
用的基函数无论怎样离散，一般都无法构成一组

正交基。再次，从实际应用来看，Ｇａｂｏｒ变换只适
用于分析频率或尺度变化不大的信号，不能用于

多尺度信号或突变信号，更不具有信号分析的自

适应能力。而实用上，多尺度信号或突变信号往

往更值得关注。

１．３　小波变换［４］

在 Ｇａｂｏｒ变换基础上提出的初期的小波变

换，因小波之间无正交性而存在信息冗余，不但增

加了无意义的工作量，且各种冗余成分混杂，不利

于结果分析。以任意信号ｆ（ｔ）∈Ｌ２（Ｒ）为例，其
连续小 波 变 换 （ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ，
ＣＷＴ）为：

Ｗｆ（ａ，ｂ）＝｜ａ｜
－１２∫

∞

－∞
ｆ（ｔ）ψ ( ｔ－ｂ)ａ ｄｔ（３）

式中，ａ为尺度参数；ｂ为平移参数；ψ（·）为小
波函数 ψ（·）的共轭。由此获得原信号的重
构为：

ｆ（ｔ）＝１ｃψ∫
∞

－∞∫
∞

－∞

１
｜ａ｜２

Ｗｆ（ａ，ｂ） (ψ ｔ－ｂ)ａ ｄａｄｂ

（４）

式中，系数ｃψ ＝∫
∞

－∞

｜ψ＾（ω）｜２
｜ω｜

ｄω＜∞，ψ＾（ω）为

ψ（ω）的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换。
离散型小波变换的小波基可通 过 ａ＝ａｊ０，

ｂ＝Ｋａｊ０ｂ０得：

ψｊ，ｋ（ｔ） ＝ａ
－ｊ２
０ ψ（ａ

－ｊ
０ｔ－ｋｂ０）ｊ，ｋ∈Ｚ （５）

并有：

Ｗｆ（ｊ，ｋ） ＝∫
∞

－∞
ｆ（ｋ）ψｊ，ｋ（ｔ）ｄｔ （６）

ｆ（ｔ）＝∑
∞

ｊ＝－∞
∑
∞

ｋ＝－∞
Ｗｆ（ｊ，ｋ）ψｊ，ｋ（ｔ） （７）

　　Ｍｅｙｅｒ提出的标准化正交小波基和 Ｍａｌｌａｔ提
出的多分辨分析（ｍｕｌｔｉｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓ，ＭＲＡ）
明确了正交小波的数学物理意义，形成了著名的

Ｍａｌｌａｔ塔式快速算法：

Ｖ０ ＝Ｖ１Ｗ１ ＝Ｖ２Ｗ２Ｗ１ ＝ＶＮ
Ｎ

ｊ＝１
Ｗｊ

（８）
式中，Ｖ是 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间的幂等性投影算子空间，
尺度函数φ（ｔ）∈Ｖ０，且由｛φ（２－ｊｔ－ｋ）｝ｋ∈Ｚ构成Ｖｊ的
Ｒｉｅｓｅ基；Ｗｊ是Ｖｊ的正交补空间；符号表示两个
互补空间的直和；Ｎ，ｊ分别是两个空间的离散值。
由此，任一信号ｆ（ｔ）可分解为：

ｆ（ｔ）＝ｆＮ（ｔ）＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｇｊ（ｔ）＝

∑
ｋ∈Ｚ
〈ｆ，Ｎ，ｋ（ｔ）〉Ｎ，ｋ（ｔ）＋∑

Ｎ

ｊ＝１
∑
ｋ∈Ｚ
〈ｆ，ψｊ，ｋ（ｔ）〉ψｊ，ｋ（ｔ）

（９）
式（９）表明，ｆ（ｔ）可由分辨率不超过２－Ｎ的模糊图
像和分辨率２－ｊ～２－ｊ＋１之间的细节成分完全重构。

在多分辨分析基础上产生的小波包变换

２１５
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（ｗａｖｅｌｅｔｐａｃｋｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＷＰＴ）对多分辨分析中
未利用的高频部分进一步分解，提高了高频部分

时频分辨率，比多分辨分析更加精细、实用。

归纳起来，小波变换是Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的发展与
延拓，小波基的构造和结果分析都依赖于 Ｆｏｕｒｉｅｒ
变换，但它与Ｆｏｕｒｉｅｒ变换又存在着本质的区别和
进步，主要表现为：

１）Ｆｏｕｒｉｅｒ变换以ｅ－ｉωｔ为唯一基函数，其本质
是把有限能量信号ｆ（ｔ）分解到以ｅ－ｉωｔ为正交基的
空间上；而小波变换是以不唯一的小波函数为基，

分解到Ｈｉｌｂｅｒｔ空间正交互补的ＶＮ和Ｗｊ空间上。
２）Ｆｏｕｒｉｅｒ变换在频率上有很高的分辨率，但

在时域上却没有任何分辨能力；而小波变换同时

具备了时频两域的局部分析能力。

３）Ｆｏｕｒｉｅｒ变换对平稳周期信号的分析有明
显的优势，但对时变的非平稳信号无能为力；而小

波变换是一种时频窗口大小固定但形状可变的恒

Ｑ滤波器（即Ｑ＝Δｆ／ｆ＝常数），在信号低频部分
具有较高的频率分辨率，在高频部分具有较高的

时间分辨率，这一优良的局部化特性能够有效地

适应各类非平稳信号的分析。

尽管有了显著的进步，但小波变换仍然存在

着明显的缺陷：

１）本质上，小波变换仍是柔性的加窗 Ｆｏｕｒｉｅｒ
变换，仍要求小波窗口内的信号短时平稳。

２）小波窗的不唯一性带来了理论和应用上
的一系列困难，并且在一个具体问题中，小波基一

经选定，便不可更改，目前还只能通过经验和比较

的方法来选择合适的小波基。

３）小波基的有限长度造成信号的能量泄漏，
这不但造成在能量－频率－时间分布图上的模糊
和误差，也使分析整个问题的精确度降低。

因此，对非平稳信号和非线性系统而言，小波

变换还不是一种最为理想的分析方法。

１．４　ＨｉｌｂｅｒｔＨｕａｎｇ变换
１９９８年，ＨｕａｎｇＮ．Ｅ．等提出了一种全新的信

号处理方法，称为 ＨｉｌｂｅｒｔＨｕａｎｇ变换（ＨＨＴ）［５］，
其核心思想是依据数据本身的时间尺度特征将信

号分解为有限个固有模态函数（ｉｎｔｒｉｎｓｉｃｍｏｄｅ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＩＭＦ），然后对各模态函数进行Ｈｉｌｂｅｒｔ变
换，获得具有明确瞬时频率意义的信号局部特性。

有效的固有模态函数，必须满足两个条件：

１）整个数据段内，极值点的个数和过零点的

个数必须相等或至多相差１。这一限制条件近似
于传统平稳高斯过程中关于窄带的定义。

２）在任一时间点上，信号局部极大值和极小
值定义的包络均值为零。这个条件将传统的全局

限定转化为局部限定，可有效去除由于波形不对

称而造成的瞬时频率波动。

以筛分算法为基础的经验模态分解（ｅｍｐｉｒｉ
ｃａｌｍｏｄｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＥＭＤ）可分３步骤：
１）确定信号的所有局部极值点，用三次样条

连接后分别形成上下包络线Ｘｍａｘ（ｔ）和Ｘｍｉｎ（ｔ）；
２）求上下包络线的平均值 ｍ１１（ｔ），将原数据

Ｘ（ｔ）去掉该平均值后得到新的数据序列ｈ１１（ｔ）：
ｍ１１（ｔ）＝［Ｘｍａｘ（ｔ）＋Ｘｍｉｎ（ｔ）］／２

ｈ１１（ｔ）＝Ｘ（ｔ）－ｍ１１（ｔ
{

）
（１０）

判断 ｈ１１（ｔ）是否满足 ＩＭＦ的两个要求，如不满
足，则将ｈ１１（ｔ）作为原始数据，重复上述过程，直
到数据序列ｈ１ｋ＝ｈ１（ｋ－１）（ｔ）－ｍ１ｋ（ｔ）满足ＩＭＦ条
件，由此得到第一个ＩＭＦ分量Ｃ１ ＝ｈ１ｋ（ｔ）；
３）从 Ｘ（ｔ）分离出 Ｃ１（ｔ），得到剩余序列

ｒ１（ｔ）＝Ｘ（ｔ）－Ｃ１（ｔ），并将ｒ１（ｔ）作为新序列，按
照以上步骤，依次提取第二，第三 …… 直至第 ｎ
个固有模态函数Ｃｎ（ｔ），当残量ｒｎ（ｔ）成为一个单
调函数或小于某预定值时分解结束。因此，原信

号被分解为若干ＩＭＦ分量与残量之和。

Ｘ（ｔ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
Ｃｊ（ｔ）＋ｒｎ（ｔ） （１１）

　　对任一ＩＭＦ的Ｈｉｌｂｅｒｔ变换定义为：

Ｃ＾（ｔ）＝１
π
Ｐ∫Ｃ（τ）ｔ－τ

ｄτ （１２）

其中，Ｐ为柯西主值，由此定义解析信号：
Ｚ（ｔ）＝Ｃ（ｔ）＋ｉＣ＾（ｔ）＝ａ（ｔ）ｅｉθ（ｔ） （１３）

式中，幅值ａ（ｔ）＝ Ｃ２（ｔ）＋Ｃ２^（ｔ槡 ），相位θ（ｔ）＝
ａｒｃｔａｎ（Ｃ＾（ｔ）／Ｃ（ｔ））。

进一步由相位定义瞬时频率：

ω（ｔ）＝ｄθ（ｔ）ｄｔ （１４）

　　把振幅显示在频率 －时间平面上，得到 Ｈｉｌ
ｂｅｒｔ幅值谱Ｈ（ω，ｔ）。

Ｈ（ω，ｔ）＝Ｒｅ∑
ｎ

ｊ＝１
ａｊ（ｔ）ｅ

ｉωｊ（ｔ）ｄｔ （１５）

　　将 Ｈ（ω，ｔ）对时间积分，得到 Ｈｉｌｂｅｒｔ边际谱
ｈ（ω）。

ｈ（ω）＝∫
Ｔ

０
Ｈ（ω，ｔ）ｄｔ （１６）
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　　将振幅的平方对时间积分，得到对应于各频
率的整个时间段内Ｈｉｌｂｅｒｔ能量ＥＳ（ω）。

ＥＳ（ω）＝∫
Ｔ

０
Ｈ（ω，ｔ）ｄｔ （１７）

　　将振幅的平方对频率积分，可定义瞬时能量
谱ＩＥ（ｔ）。

ＩＥ（ｔ）＝∫ωＨ２（ω，ｔ）ｄω （１８）

　　小波变换和 ＨＨＴ都是处理非平稳信号的有
效手段。ＨＨＴ虽然起步较晚，但在某些方面较小
波变换具有天然的优越性。首先，ＨＨＴ不需要先
验基底，它是根据数据本身的特征进行模态分解，

自适应性强，可避免小波基函数的多样性、不可变

更性、长度有限等各类缺陷。其次，ＨＨＴ创造性
地提出ＩＭＦ和经验模态方法（ＥＭＤ），从而赋予瞬
时频率合理的意义和求解方法，可更加精确地定

义频率－时间－幅值关系，这是小波方法难以做
到的。再次，ＨＨＴ的时间分辨率不变且精度很
高，频率分辨率由信号内在的特性所自适应决定，

它具有波内频率调节机制和波间组合能力，这一

点与小波变换常可能发生频率混叠且只具有模糊

的波间组合能力相比，有明显的进步。

２　Ｆｏｕｒｉｅｒ频谱与 Ｈｉｌｂｅｒｔ边际谱的
差异

　　百余年来，Ｆｏｕｒｉｅｒ变换在处理平稳信号时显
示了良好的分析能力。在非平稳信号和非线性系

统处理中，也常延用这种方法作为比较的手段。

但由于平稳和非平稳、线性和非线性之间本质上

的巨大差异，认识 Ｆｏｕｒｉｅｒ频谱和 Ｈｉｌｂｅｒｔ边际谱
之间差异，特别是物理意义上的差异十分有益。

Ｈｉｌｂｅｒｔ边际谱与Ｆｏｕｒｉｅｒ频谱大体形态相近，
它们都能直观地显示信号的振幅（或能量）随每

个频率的变化。但由于 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换是以简谐波
为基础组成并在全域上定义频率，因此，非平稳信

号就必须用额外的谐波分量来弥补或均衡。由

此，必然造成信号能量的扩散，往往在高频处放大

能量密度，又因能量守恒，而在低频处低估能量密

度。对结构的安全设计而言，这是一个危险的倾

向。相比之下，Ｈｉｌｂｅｒｔ边际谱具有更加明确的物
理意义，频谱更加集中，能量保守遵守得更好。

下文将讨论两个实例。

实例一：著名的Ｒｓｓｌｅｒ方程可表达为［５］：

ｘ＝－（ｙ＋ｚ）　ｙ＝ｘ＋１５ｙ　
ｚ＝１５＋ｚ（ｘ－μ）

（１９）
其中，μ为常数，当μ＝３．５时，系统倍周期，其解
答的三维和二维表达分别如图１（ａ）、（ｂ）。

图１　Ｒｓｓｌｅｒ方程的数值解
Ｆｉｇ．１　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＲｓｓｌｅｒｅｑｕａｔｉｏｎ

图１是方程（１９）的空间相位图以及在 ＸＯＹ
平面上的投影；图２是３个方向的分量波形，其中
ｘ方向分量有２个明显不同的波动频率；

图２　Ｒｓｓｌｅｒ方程数值解在３个方向的时间序列
　　 Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓｆｏｒｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｔｏ

Ｒｓｓｌｅｒｅｑｕａｔｉｏｎ

图３表示了ｘ方向分量经 ＥＭＤ分解得到的
３个ＩＭＦ分量，各分量包含的能量逐渐递减。图
中Ｃ１（ｔ）的频率是 Ｃ２（ｔ）的两倍，验证了 Ｒｓｓｌｅｒ
方程在μ＝３．５时有倍频的周期特性。

图４为ｘ方向 Ｈｉｌｂｅｒｔ频谱，高频成分 Ｃ１（ｔ）
的瞬时频率在０．１５～０．２６Ｈｚ间变化，表现出强
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图３　Ｒｓｓｌｅｒ方程解ｘ分量的ＩＭＦ分量
Ｆｉｇ．３　 ＩＭＦｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｏｆｔｈｅｘｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｏｆ

Ｒｓｓｌｅｒｅｑｕａｔｉｏｎ

大的波内调节和波间组合能力，低频成分 Ｃ２（ｔ）
始终在０１Ｈｚ附近平稳波动，这种精确定量的频
率波动在Ｆｏｕｒｉｅｒ变换和小波变换中无法得到，因
为瞬时频率的概念只有在 ＨＨＴ中才有明确的物
理意义。

图４　ｘ方向分量Ｈｉｌｂｅｒｔ频谱
Ｆｉｇ．４　Ｈｉｌｂｅｒｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｐｅｃｔｒｕｍｆｏｒｔｈｅｘｃｏｍｐｏｎｅｎｔ

图５表示了 Ｒｓｓｌｅｒ方程 ｘ方向分量的 Ｈｉｌ
ｂｅｒｔ边际谱和 Ｆｏｕｒｉｅｒ谱的比较。图５（ａ）为 Ｈｉｌ
ｂｅｒｔ边际谱，它能够清楚地显示两个倍周期的分
量，低频为０．１Ｈｚ左右，高频在０．１５～０．２６Ｈｚ之
间波动，平均值为０．２Ｈｚ，这与理论解析结果相吻
合；而图 ５（ｂ）Ｆｏｕｒｉｅｒ谱只有一个峰值，大约在
０１８Ｈｚ附近，其余的有多个伪谐波，未能反映出
原方程倍频周期特性。其峰值频率在数值上也只

是某种形式的加权平均，而不是真实存在着一个

有实际物理意义的频率为０．１８Ｈｚ的主振动。
实例二：经典的 Ｅｌｃｅｎｔｒｏ地震波（南北向）经

ＥＭＤ分解形成１０个ＩＭＦ和１个残量，见图６。
相应的 Ｆｏｕｒｉｅｒ频谱、Ｈｉｌｂｅｒｔ边际谱如图７、８

所示。

图５　Ｒｓｓｌｅｒ方程解 ｘ方向分量的 Ｈｉｌｂｅｒｔ边际谱和
Ｆｏｕｒｉｅｒ谱的比较

Ｆｉｇ．５　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎＨｉｌｂｅｒｔｍａｒｇｉｎａｌｓｐｅｃ
ｔｒｕｍａｎｄＦｏｕｒｉｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍ ｆｏｒｔｈｅＲｓｓｌｅｒ
ｅｑｕａｔｉｏｎｉｎｘａｘｉａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔ

图６　Ｅｌｃｅｎｔｒｏ地震波的各ＩＭＦ分量（单位：ｇａｌ）
Ｆｉｇ．６　ＩＭＦｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｏｆＥｌｃｅｎｔｒｏｓｅｉｓｍｉｃｗａｖｅ

图７　Ｅｌｃｅｎｔｒｏ地震波的Ｆｏｕｒｉｅｒ频谱
Ｆｉｇ．７　Ｆｏｕｒｉｅｒｆｒｅｑｕｅｎｅｙｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆＥｌｃｅｎｔｒｏ

ｓｅｉｓｍｉｃｗａｖｅ

比较 Ｅｌｃｅｎｔｒｏ地震波的 Ｆｏｕｒｉｅｒ谱与 Ｈｉｌｂｅｒｔ
边际谱可以看到，边际谱的能量主要集中在０～
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图８　Ｅｌｃｅｎｔｒｏ地震波的Ｈｉｌｂｅｒｔ边际谱
Ｆｉｇ．８　ＨｉｌｂｅｒｔｍａｒｇｉｎａｌｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆＥｌｃｅｎｔｒｏｓｅｉｓｍｉｃｗａｖｅ

１０Ｈｚ之间，体现出良好的局部化特性；而 Ｆｏｕｒｉｅｒ
频谱在１０～２５Ｈｚ之间仍存在不可忽略的幅值，
相对夸大了高频端的频带宽度和能量分布，又受

能量守恒的限制，必然在低频处低估能量密度。

因此，采用Ｆｏｕｒｉｅｒ变换分析非平稳信号不仅没有
确切的物理意义，而且还会因低估低频区能量密

度，使设计偏于危险。

３　非平稳信号的非平稳性度量
文献［５］曾定义频率平稳度（ｄｅｇｒｅｅｏｆｓｔａ

ｔｉｏｎａｒｙ，ＤＳ）为

ＤＳ（ω）＝１Ｔ∫
Ｔ

(
０
１－Ｈ（ω，ｔ）ｎ（ω )

）

２
ｄｔ （２０）

式中，ｎ（ω）＝１Ｔｈ（ω）＝
１
Ｔ∫

Ｔ

０
Ｈ（ω，ｔ）ｄｔ为频率

平均边际谱。

当信号由完全平稳过程组成时，频率平稳度

ＤＳ（ω）＝０，在ＤＳ（ω）～频率关系曲线图中表示
为水平线，此时的 Ｈｉｌｂｅｒｔ边际谱与 Ｆｏｕｒｉｅｒ谱在
物理意义上才能一致。

同理，可定义时间平稳度为

ＤＳ（ｔ）＝１
ω∫

ω

(
０
１－Ｈ（ω，ｔ）)ｎｔ

２
ｄω （２１）

式中，ｎ（ｔ）＝１
ω
ｈ（ｔ）＝１

ω∫
ω

０
Ｈ（ω，ｔ）ｄω为时间的

平均边际谱。

Ｅｌｃｅｎｔｒｏ地震波的 ＤＳ（ω） ～频率关系、
ＤＳ（ｔ）～时间关系曲线见图９、１０。

上述定义虽有一定合理性，但在实际应用中

存在两个弱点：

１）工程设计关心的是峰值能量的最大值，即
在某种平均意义下（单位时段单位频率范围内）

的能量值，尽管受Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ测不准原理的限制，
非平稳随机信号在时频空间某一点的瞬频或瞬时

图９　Ｅｌｃｅｎｔｒｏ地震波的频率平稳度
Ｆｉｇ．９　ＦｒｅｑｕｅｎｃｙｓｔａｔｉｏｎａｒｙｄｅｇｒｅｅｏｆＥｌｃｅｎｔｒｏｓｅｉｓ

ｍｉｃｗａｖｅ

图１０　Ｅｌｃｅｎｔｒｏ地震波的时间平稳度
Ｆｉｇ．１０　ＴｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｔｙｄｅｇｒｅｅｏｆＥｌｃｅｎｔｒｏｓｅｉｓｍｉｃｗａｖｅ

能量密度在物理意义上并不存在，但在时频平面

上以频率间隔 Δω和时间间隔 Δｔ表示的累积能
量密度还是应当存在的，这种时频密度函数在

Ｈｉｌｂｅｒｔ变换空间可表达为

Ｅ（Δω，Δｔ）＝ １２π∫
Δω
∫
Δｔ

Ｈ２（ω，ｔ）ｄωｄｔ＝

１
２π (∫Ｒｅ∑

ｎ

ｊ＝１
ａｊ（ｔ）ｅ

ｉ∫ωｊ（ｔ）ｄ )ｔ ２
ｄωｄｔ （２２）

式中，１／２π为圆频率ω对振动频率ｆ之间的转换
系数。上述定义实质上表达了与幅值、频率、持时

３要素都密切相关的综合性指标。幅值越大，能
量越大；频率越低，能量密度函数的值越大；持时

越长，累积能量也越大。因此，对不同的地震波不

具有绝对可比性。

２）平稳度ＤＳ（ω）、ＤＳ（ｔ）虽能反映信号对均
值的涨落，但它仅是能谱方差概念的变形，按

ＤＳ（ω）、ＤＳ（ｔ）方式定义的平稳度概念，缺少工程
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实用意义。

为解决上述两个问题，本文提出非平稳信号

平稳度衡量的新标准。现以频率～时间平面为自
变量定义域来观察幅 ～频 ～时三维分布图，并以
（Δω，Δｔ）平面网格来划分自变量平面，无疑同样
可以找到有能量意义的二维平稳度指标，即首先

定义二维平面上信号的均值为

Ｈ（ω，ｔ）＝∫
ω
∫
ｔ

Ｈ（ω，ｔ）ｄωｄｔ　（Ｈ（ω，ｔ）≥０）

（２３）
再求均方根：

σ＝ Ｅ［Ｈ（ω，ｔ）－Ｈ（ω，ｔ）２槡 ］ （２４）

　　每一个非平稳宽频带地震波，都有一个统计
其涨落特性的综合指标，这一指标不是只对频率

或者只对时间的单一因素指标，而是以与能量特

性明确相关的综合物理量来代替 ＤＳ（ω）和
ＤＳ（ｔ）的功能。

为了对不同地震波信号作归一化比较，可进

一步引入新的更能反映非平稳信号峰均比特征的

峰值系数（ｃｒｅｓｔｆａｃｔｏｒ，ＣＦ），它定义为最大信号幅
值与均方根之比，即：

ＣＦ＝１０ｌｎ
ｍａｘ｜Ｈ（ω，ｔ）｜

Ｅ［Ｈ（ω，ｔ）－Ｈ（ω，ｔ）２槡 ］

　　 （２５）

式中取对数的目的是为了能够适应大多数工程非

平稳信号的变化范围。

有了峰值系数ＣＦ，对不同的地震波的涨落特
性（非平稳度）就有了相对可比性。如取 Δω＝
２π，Δｔ＝１ｓ，则 Ｅｌｃｅｎｔｒｏ波、Ｔａｆｔ波、天津波由式
（２２）、（２５）的计算结果见表１。

表１　各种地震波的非平稳特征
Ｔａｂ．１　Ｎｏｎｓｔａｔｉｏｎａｒｙｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｓｅｉｓｍｉｃｗａｖｅ

地震波 Ｅ（ΔωΔｔ） ＣＦ
Ｅｌｃｅｎｔｒｏ波 １７５６２００ １９．２２６
Ｔａｆｔ波 ２３２２００ ２４．４２０
天津波 ６７３０６０ ２８．３５６

由表１可见，能量密度函数的值依次减少，峰
值系数 ＣＦ却依次增加，可见地震波的相对危险
逐步增加。

４　ＨＨＴ研究和应用进展
正如ＨｕａｎｇＮ．Ｅ．在开创性的文献［５］中最

后指出：ＨＨＴ虽然较传统方法有较大的进步，但
仍有许多值得改进的地方，例如：１）采用包络平
均的方法或连续多次平均的强止方法，会改变或

歪曲信号的物理意义，只适用于振幅变换不太剧

烈的情况，其终止分解的标准有待于改进；２）端
点效应固有存在，特别在低频分量中尤其明显；

３）弱信号嵌在强信号最大斜率区出现，即出现局
部极小值情况，难以有效地进行原信号的分解；

４）ＨＨＴ的信号采样频率至少是４～５倍的最大频
率值，而Ｆｏｕｒｉｅｒ变换只要求Ｎｙｑｕｉｓｔ折叠频率，因
此，ＨＨＴ分辨率的提高是以过采样为代价的；５）
正交性和完备性问题，由于 ＥＭＤ分解是自适应
的，其分解的正交性和完备性并非事先可以检验

或者证明，虽然从各阶 ＩＭＦ的求和可看出是完备
和几乎正交的，但对 ＩＭＦ进行严格的数学定义与
正交性证明尚需完成。

近十年来，国内外学者在上述几方面进行了

卓有成效的工作。首先，对上下包络的方法有了

相应的改进［６－８］。由于端点的边界效应很大程度

上与分解方法密切相关，因此，分解方法的改进必

然带来端点效应的改善。传统 ＥＭＤ采用上下包
络，需要二次使用三次样条函数作插值估计，造成

波动大。新提出的一种自适应时变滤波法，只采

用一次样条函数，且不分局部极大或极小，只由一

个时间序列ｅ（ｔｉ），用三抽头时变滤波来计算 ｔｉ＋１
时刻的局部均值，减少波动。另一方法则采用局

部中值定理，使用局部信号中的全部数据求出极

值点局部均值，也只用一次样条函数，求出信号的

均值曲线。在处理端点时，配合波形匹配技术，以

信号起点、极大值点、极小值点组成一个三角形，

在信号内逐步平移，通过计算匹配误差，搜索全部

数据中误差最小点，再用局部中值及积分中值定

理，预测端点的中值。仿真结果证明该方法提高

了端点的时频分辨率，消除了波动。

其次，在瞬时频率（ｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓｆｒｅｑｕｅｎｃｙ，
ＩＦ）的研究中，理论上已证明［９］瞬时频率的另一

种等价形式为 ＷｉｇｎｅｒＶｉｌｌｅ分布的一阶矩形式，
并且自ＥＭＤ赋予多分量信号瞬时频率明确的物
理意义后，这一概念在电力系统的快速跟踪和实

时检测中有着广泛的实际应用。目前常用的谱峰

检测法，包括：基于非线性时频变换［１０］，短时Ｆｏｕ
ｒｉｅｒ变换，线性调频小波变换等几种，一般通过时
频滤波遮盖其他分量，求取某一分量的ＩＦ后依次
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类推，求取所有分量的瞬时频率。此外，还有根据

非平稳信号的时变自回归ＡＲ模型等提出的根轨
迹估计法等。文献［１１］提出了基于过零点 －极
值点估计的瞬时频率和幅度算法，通过对每一个

ＩＭＦ的插值运算，可较精确地求出瞬时频率和幅
值，比直接Ｈｉｌｂｅｒｔ变换的结果更加精确有效。

伴随着研究的逐步深入和发展，ＨＨＴ的应用
范围和领域也在进一步扩大。

４．１　基于 ＥＭＤ的随机子空间结构振动模态参
数识别［１２－１３］

　　随机子空间识别（ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｓｕｂｓｐａｃｅｉｄｅｎｔｉｆｉ
ｃａｔｉｏｎ，ＳＳＩ）是一种先进的大型土木工程结构模
态参数识别方法。把 ＥＭＤ引入随机子空间方法
中，可以使分解的基本模态分量仅仅对应某一阶

的固有模态频率，避免模态之间的相互混叠和干

扰，有效地改善了随机子空间的稳定图，降低虚假

频率和噪声的影响。目前该方法已成功地应用于

西宁北川河桥等大型工程的动力响应实测分析。

４．２　故障诊断、弱信号提取［１４－１５］

机械系统中的故障、超宽带通信定位系统和

雷达对抗系统中的冲击信号，是低截获率和瞬态

性很强的微弱信号，特别在低信噪比的情况下，一

般难以检测。过去常采用小波、ＷｉｇｎｅｒＶｉｌｌｅ等方
法处理，但小波受测不准原理限制，会造成能量泄

漏，ＷｉｇｎｅｒＶｉｌｌｅ分布虽然具有较好的时频聚焦特
性，但对多分量信号的交叉项，会产生虚假和混

叠。ＥＭＤ是一种相当于微分运算的筛分方法，不
再受测不准原理的限制，也可以克服 ＷＶＤ的交
叉项。仿真实验结果，在信噪比低达 －１０ｄＢ的
情况下，经信号重构仍可得到良好的效果。

４．３　二维图像纹理分析［１６－１８］

图像的纹理分析分为纹理分割、纹理分类、纹

理合成和三维重建等内容。二维图像信号通过

ＥＭＤ和 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换，把行和列进行二维筛分，用
Ｂｕｒｇ最大熵谱估计进行边界延拓，以防止边界效
应，再对多分量的纹理图像进行 ＡＭ－ＦＭ建模，
并采用一维Ｈｉｌｂｅｒｔ变换或直接法估计瞬时频率，
收到了好的效果。目前在纹理分析方面对 ＥＭＤ
方法的收敛性、标准差的定义与选择等还需进一

步的研究。

４．４　音频和其他周期性信号分析［１９－２１］

传统的基音分析都是在线性和短时平稳的先

验假设之下展开，不能反映基音中非平稳、非线性

特征。ＥＭＤ分解使不同的基音频率在不同的时
段处于不同的ＩＭＦ分量，且当清音或无声变为有
声时，瞬时频率就会出现剧烈的波动。因此，对基

音频率范围内（６０～５００Ｈｚ），变化率在５ｍｓ内大
于１００Ｈｚ和幅值小于最大幅值１０％以下的瞬时
频率进行处理后，时频分辨率将得到提高，不再需

要考虑数据分帧长度的周期变化之间的矛盾关

系。因此，新方法既能真实描绘语音信号的非平

稳非线性特征，又能提高基音周期提取的准确率

和分辨率。

４．５　信号去噪能力［２２－２３］

实测的大量非平稳信号都带有明显的噪声，

目前去噪的方法通常分为３种：一是直接丢弃高
频分量的硬阀值法；二是小波软阀值的方法；三是

通过ＨＨＴ变换进行去噪。同一段纯净信号通过
随机白噪声污染后进行３种方法去噪能力对比，
并定义处理的均方误差为重构信号与原信号之间

的相似程度。３种方法处理的均方误差分别为
１０－２，１０－３，１０－４３个数量级，可见，用 ＨＨＴ方法
处理的精度最高。

４．６　对ＥＭＤ分解可控性的研究［２４］

ＥＭＤ分解是依赖于信号本身特征的自适应
过程，其筛分终止条件是仿柯西收敛准则，收敛标

准ＳＤ通常选用０．２～０．３，可照顾到 ＩＭＦ的稳定
性和物理意义之间的平衡。但这种分解的可控性

较差，通常难以事先确定可以分解的 ＩＭＦ个数和
每一个ＩＭＦ的频率、振幅范围。用每个 ＩＭＦ和原
信号的相关性，通过 Ｋ－Ｓ检验（Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ－
Ｓｍｉｒｎｏｖｔｅｓｔ）对各 ＩＭＦ定义累积密度函数（ｃｕｍｕ
ｌａｔｉｖｅｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＣＤＦ），再由原信号和 ＩＭＦ
之间的相似概率，在建立时频谱时移去概率为零

的各个分量（通常是高频分量），可使结果更加精

确。由于非平稳信号中含有各种程度的非线性变

形结果，这导致了“主频率漂移”和“频带展宽”的

现象［２５］，当这些非线性变形造成的高频分量沿时

间轴均匀分布时，它们与原信号之间的概率分布

相差较大。反过来说，信号的有效成分之间，一定

是相关性较大，而不相关的分量一定是噪音或多

种非线性变形的结果。实例计算的结果证实，频

率越低的ＩＭＦ与原信号之间的相关性越大。

５　结语
从Ｆｏｕｒｉｅｒ变换到 Ｈｉｌｂｅｒｔ－Ｈｕａｎｇ变换，数值
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方法的进展经历了从纯频域到固定时频窗、可变

时频窗，再到自适应变换的发展过程。在这一进

程中，传统方法的局限被一一克服，新方法的优越

性逐渐体现，人们也在不断的探索中努力完善新

方法，并且将之广泛运用于生产实践中。数值方

法的进展凝结了人类的智慧，在未来的工作中，拓

展ＨＨＴ的应用范围、优化ＨＨＴ算法，将之写入大
型通用软件，为更多工程实例所应用将是一项有

意义的工作。当然，不断开发更具先进性的数值

方法同样重要。
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