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基于灰色模型的建筑物沉降预测方法
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摘要：针对灰色模型在建筑物沉降预测中存在的不足，对传统的灰色模型进行改进，提出利用时间差

法和Ｎｅｗｔｏｎ插值法将非等间距的原始数据序列转换为等间距数据序列，然后采用ＧＭ（１，１）模型和两
种加权法对等间距数据进行建模的预测方法。并通过实例进行精度分析，实例证明利用Ｎｅｗｔｏｎ插值
法构造等间距数据，采用基于时间加权的模型对沉降进行预测具有较高的精度。采用该模型对建筑

物沉降趋势进行预测，为施工决策起到良好的参考作用。
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　　变形监测分析与预报对确保工程建筑物的安
全极为重要，也是信息化施工的前提。变形监测

研究的理论和方法很多，但是由于变形体变形机

理的错综复杂性和多样性［１］，需要寻找适宜特定

工程的预测模型。自２０世纪８０年代初邓聚龙教
授创立了灰色系统理论以来［２］，灰色系统理论在

变形监测领域得到了较普遍的应用和广泛重视。

灰色模型的已有研究主要是研究非等间距数据等

间距化［１，３］和研究背景值构造方法，其中以背景

值构造方法的研究居多，如：加权法重构背景

值［４－７］、Ｎｅｗｔｏｎ－ｃｏｒｅｓ重构背景值［８－９］、非齐次

指数函数拟合累加生成序列重构背景值［１０］等，这

些方法在针对相应文献中的数据都有较高的预测

精度。但是传统的灰色模型也有不足之处，比如

原点误差越大，建立起来的模型越容易失真；初始

数据序列的光滑度对灰色模型预测精度影响较

大；初始数据系列的长度对灰色模型预测精度的

影响较大。本文结合工程实际情况，对传统的灰

色模型进行了改进，采用时间差系数修正和Ｎｅｗ
ｔｏｎ插值的方法获得等间距数据分别构造背景值，
然后构造普通模型和两种加权模型进行预测，并

对模型预测值进行精度比较。

收稿日期：２０１５－０７－２９
第一作者简介：邹为彬（１９７７－），男，四川成都人，讲师，硕士，研究方向：工程测量。
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１　模型分析
１．１　传统ＧＭ（１，１）模型

设有原始观测数据序列

Ｘ（０） ＝｛ｘ（０）（１），ｘ（０）（２），…，ｘ（０）（ｎ）｝　（１）
其中，ｎ为数据个数，ｘ（０）（ｋ）≥０，ｋ＝１，２，…，ｎ。
　　对Ｘ（０）作一次累加生成，得到新的数据序列
Ｘ（１） ＝｛ｘ（１）（１），ｘ（１）（２），…，ｘ（１）（ｎ）｝　（２）

Ｘ（１）的ＧＭ（１，１）模型白化形式的微分方程为
ｄｘ（１）
ｄｔ ＋ａＸ

（１） ＝ｂ （３）

ＧＭ（１，１）模型的灰微分方程为
Ｘ（０）（ｋ）＋ａｚ（１）（ｋ）＝ｂ，ｋ＝２，３，…，ｎ

　（４）
其中，ａ、ｂ为待定参数，ｚ（１）（ｋ）为背景值。

ｚ（１）（ｋ）＝ (１２ ｘ（１）（ｋ）＋ｘ（１）（ｋ－１ )） ，
ｋ＝２，３，…，ｎ （５）

若令 ａ^＝（ａ，ｂ）Ｔ，则待辨识参数向量 ａ^由最小二
乘法求解得

ａ^＝（ＢＴＢ）－１ＢＴＹ （６）
其中，

Ｂ＝

－ｚ（１）（２） １
－ｚ（１）（３） １
 

－ｚ（１）（ｎ）











１

，Ｙ＝

Ｘ（０）（２）
Ｘ（０）（２）
　
Ｘ（０）（ｎ











）

　（７）

　　方程式（３）的离散解为
ｘ^（１）（ｋ＋１）＝（ｘ（０）（１）－ｂ／ａ）ｅ－ａｋ＋ｂ／ａ

（８）
则原始数据ｘ（０）（ｋ＋１）的拟合值

ｘ^（０）（ｋ＋１）＝ｘ^（１）（ｋ＋１）－ｘ^（１）（ｋ）　 （９）
１．２　非等间距数据的处理模型
１．２．１　时间差系数法内插等间距数据序列

设式（１）中的原始观测数据为非等间距数
据，则各观测数据序列与首次观测数据的时间间

隔为Ｔｉ，ｉ＝２，３，…，ｎ。其平均时间间隔为

Δｔ＝ １
ｎ－１Ｔｎ （１０）

各期的观测时间与平均时间 Δｔ的单位时间差系
数为

　μ（ｉ）＝
Ｔｉ－（ｉ－１）Δｔ

Δｔ
，ｉ＝２，３，…，ｎ （１１）

则可以得到等间隔的内插观测值：

ｘ（０）（ｉ）′＝ｘ（０）（ｉ）－Δｘ（０）（ｉ），ｉ＝２，３，…，ｎ
（１２）

其中，Δｘ（０）ｉ＝μ（ｉ (） ｘ（０）（ｉ）－ｘ（０）（ｉ－１ )） ，ｉ＝
２，３，…，ｎ；ｘ（０）（１）′＝ｘ（０）（１）。
１．２．２　Ｎｅｗｔｏｎ插值法内插等间距数据序列

由Ｎｅｗｔｏｎ插值定义知，ｆ［ｘ０，ｘｋ］＝

ｆ（ｘｋ）－ｆ（ｘ０）
ｘｋ－ｘ０

为函数ｆ（ｘ）关于点ｘ０、ｘｋ的一阶均

差，ｆ［ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ－１］＝
ｆ［ｘ０，…，ｘｋ－３，ｘｋ－１］－ｆ［ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ－２］

ｘｋ－１－ｘｋ－２
为ｆ（ｘ）的ｋ－１阶均差，ｆ［ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ］＝
ｆ［ｘ０，…，ｘｋ－２，ｘｋ］－ｆ［ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ－１］

ｘｋ－ｘｋ－１
为ｆ（ｘ）的ｋ阶均差。

设ｘ为监测期间某一等间距时间，由 Ｎｅｗｔｏｎ
插值公式可得ｘ时刻的拟合值：

Ｎｎ（ｘ）＝ｆ（ｘ０）＋ｆ［ｘ０·ｘ１］（ｘ－ｘ０）＋
ｆ［ｘ０，ｘ１，ｘ２］（ｘ－ｘ０）（ｘ－ｘ１）＋… ＋

ｆ［ｘ０，ｘ１，…，ｘｎ］（ｘ－ｘ０）（ｘ－ｘ１）…（ｘ－ｘｎ）

（１３）
１．３　构造背景值
１．３．１　加权法构造背景值

由式（５）可知，ＧＭ（１，１）模型的背景值
ｚ（１）（ｋ）是ｘ（１）（ｋ）和ｘ（１）（ｋ－１）的平均值。由图１
可知，构造值可以看作是ｋ－１至ｋ之间的梯形面
积，而ＧＭ（１，１）模型拟合曲线是指数曲线，因此
ｚ（１）（ｋ）构造的背景值将有 ΔＳ的误差。为了减小
误差，将ｋ－１至ｋ分成ｎ个小区间的梯形来代替
实际的曲线面积以提高 ｚ（１）（ｋ）的精度。式（１４）
构造了一个确定等分数ｎ的经验公式：

(ｎ＝ ∑
ｎ

ｉ＝２
Ｒ )ｉ

１
Ｎ－１＋（Ｎ－１） （１４）

其中，Ｎ为原始序列数据个数，且

Ｒｉ＝
ｘ（１）（ｉ）
ｘ（１）（ｉ－１）

，ｉ＝２，３，…，Ｎ （１５）

则ｎ个小区间的面积之和构造新的背景值为
ｚ（１）（ｋ）＝Ｓｎ ＝

１
２ｎ［（ｎ＋１）ｘ

（１）（ｋ－１）＋（ｎ－１）ｘ（１）（ｋ）］，

ｋ＝２，３，…，Ｎ （１６）
１．３．２　基于时间加权法构造背景值

由于在构造背景值时没有区分所有的原始数

２５３
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图１　背景值构造原理图
Ｆｉｇ．１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｂａｃｋｇｒｏｕｎｄｖａｌｕｅ

据，文献［７］提出了由时空因素确定权值的方法，
认为距现在时刻越近的数据对预测系统辨识值具

有较大的影响。设ｔｎ时刻与ｔｉ时刻的时间间距为
Ｄｎｉ＝ｔｂ－ｔｉ （１７）

本文讨论的数据序列已按照式（１２）和（１３）转换
为等间距序列，因此可以设 ｔｎ ＝ｎ，ｔｉ＝ｉ，则式
（１７）可表示为

Ｄｎｉ＝ｎ－ｉ，　　ｉ＝１，２，…，ｎ－１ （１８）
利用高斯函数产生ｔｉ时刻一次累加值在ｔｎ时刻的
权值［７］：

Ｑｉｉ＝ｅｘｐ（１－Ｄ
２
ｎｉ）＝ｅｘｐ（１－（ｎ－ｉ）

２）

（１９）
可以建立权值矩阵为

Ｑ＝
Ｑ１１ ０


０ Ｑｎ－１ｎ－









１

（２０）

则待辨识参数向量 ａ^的最小二乘求解公式（６）将
变为

ａ^＝（ＢＴＱＢ）－１ＢＴＱＹ （２１）
利用新的辨识参数建立预测模型将突出时间因

素，强调新信息的作用。

１．４　精度分析
预测模型的精度是工程中预测结果可靠性的

保证。相对误差检验法和后验差检验法是判断灰

色模型预测精度的直接指标。

（１）相对误差检验法

设按ＧＭ（１，１）建模法求出 Ｘ
＾
（１），并对Ｘ

＾
（１）作

一次累减得到Ｘ
＾
（０），则有模型预测序列：

Ｘ
＾
（１） [＝ Ｘ

＾
（０）（１），Ｘ

＾
（０）（２），…，Ｘ

＾
（０）（ｎ ]） 　（２２）

计算残差得

Ｅ＝［ｅ（１），ｅ（２），…，ｅ（ｎ）］＝Ｘ（０）－Ｘ
＾
（０）

（２３）

其中，ｅ（ｋ）＝ｘ（０）（ｋ）－Ｘ
＾
（０），ｋ＝１，２，…，ｎ。

则相对误差为

ｒｅｌ（ｋ）＝ ｅ（ｋ）
ｘ（０）（ｋ）

×１００％，ｋ＝１，２，…，ｎ

（２４）
平均相对误差为

ｒｅｌ＝１ｎ∑
ｎ

ｋ＝１
｜ｒｅｌ（ｋ）｜ （２５）

（２）后验差检验法
原始序列Ｘ（０）的方差为

Ｓ２１ ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｋ＝１
［ｘ（０）（ｋ）－珋ｘ］２ （２６）

残差序列Ｅ的方差为

Ｓ２２ ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｋ＝１
［ｅ（ｋ）－珋ｅ］２ （２７）

计算后验差比为

Ｃ＝Ｓ２／Ｓ１ （２８）
计算小误差概率为

ｐ＝Ｐ｛｜ｅ（ｋ）－珋ｅ｜＜０．６７４５Ｓ１｝ （２９）
　　根据精度检验等级参考表（见表１）则可以确
定模型的精度等级。

表１　模型精度等级
Ｔａｂ．１　Ｍｏｄｅｌｐｒｅｃｉｓｉｏｎｇｒａｄｅ

模型精

度等级
均方差比值Ｃ 小误差概率ｐ 结果

１级
２级
３级
４级

Ｃ≤０．３５
０．３５＜Ｃ≤０．５
０．５＜Ｃ≤０．６５
０．６５＜Ｃ

０．９５≤ｐ
０．８０≤ｐ＜０．９５
０．７０≤ｐ＜０．８０
Ｐ＜０．７０

优秀

良好

及格

不及格

２　工程实例分析
本工程为福建省福州市平潭海峡大桥入区服

务楼，该楼为四层框架结构，片筏基础，一层地下

室，地基采用 ＣＦＧ桩处理，形成复合地基。地基
由海湾吹砂方式回填而成，其基础地质自上而下

为：吹填砂４～５ｍ、淤泥质土５～１８ｍ、粉质粘土
等。工程于２０１３年１０月份主体封顶后开始进行
装修，２０１４年１月份将进入外立面干挂大理石施
工阶段。自２０１３年１２月份以来，整栋建筑物的
累积沉降量仍在增加，为了了解建筑物的沉降趋

３５３
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势并判断建筑物安全性，需对建筑物的沉降趋势

进行预测。

平潭海峡大桥入区服务楼总共布设了１０个
变形监测点（见图２），其中第９点的变形值最大，
因此决定对第９点的数据进行分析，以确定模型
精度。

对原始观测数据利用式（１２）和式（１３）内插
得到等间距数据，然后利用 ＧＭ（１，１）模型、加权
法ＧＭ（１，１）模型和基于时间加权的 ＧＭ（１，１）模
型分别建模，并进行精度分析。

本文利用１２月份的五次观测数据，计算得到
辨识参数向量 ａ^的待定参数ａ、ｂ的值如表２所示。

图２　监测点位分布图
Ｆｉｇ．２　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｍｏｎｉｔｏｒｉｎｇｐｏｉｎｔｓ

表２　不同模型参数计算结果
Ｔａｂ．２　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

待定参数
ＧＭ（１，１）模型

　时间差系数　Ｎｅｗｔｏｎ插值　

加权法

　时间差系数　Ｎｅｗｔｏｎ插值　

基于时间加权法

　时间差系数　Ｎｅｗｔｏｎ插值　

ａ
ｂ

－０．０７３１４２４　－０．０６５０２９８
１３５．４６６３６８８　１４０．３５５７１４８

－０．０７３６３４５　－０．０６５４１９９
１３６．３８４３６６１　１４１．１９９９３１１

－０．０６６６６３６　－０．０６５５４４７
１３９．４０７１２７６　１３９．８３９８８４６

　　为了评定预测模型的精度，需要模型拟合出
相应日期的模型值，不同模型计算出的模型值见

表３。由于建立模型时的数据已经转换为等间距
序列，因此根据式（８）和式（９）可以得到：

ｘ（０）
＾

（ｔｉ）＝（ｘ
（０）（１）－ｂ／ａ）（ｅ－ａ－１）ｅ－ａ（ｔｉ－Δｔ）／Δｔ

（３０）

其中，ｔｉ为需要计算变形值的日期距第一个观测
日期的时间间隔。模型精度见表４。

表５和表６为模型预测值与后续观测值的
比较。

表３　不同模型计算值
Ｔａｂ．３　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｖａｌｕｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌｓ

观测时间
原始观

测数据／ｍｍ

模型计算值／ｍｍ

ＧＭ（１，１）时
间差模型

（模型一）

ＧＭ（１，１）
Ｎｅｗｔｏｎ模型
（模型二）

加权时间差

模型

（模型三）

加权Ｎｅｗｔｏｎ
模型

（模型四）

基于时间加权

时间差模型

（模型五）

基于时间加权

Ｎｅｗｔｏｎ模型
（模型六）

２０１３－１２－０４ １３９．２９ １４０．４５５ １４４．６５９ １４１．３７２ １４５．５０１ １４３．８４５ １４４．１９２

２０１３－１２－０７ １４６．２２ １４５．２７８ １４９．０６７ １４６．２９５ １４９．９６１ １４８．３３９ １４８．６２１

２０１３－１２－１８ １６７．３７ １６４．４２０ １６６．４０８ １６５．６６９ １６７．５１７ １６６．０５５ １６６．０５５

２０１３－１２－２３ １７４．９０ １７３．９３６ １７４．９４４ １７５．３２４ １７６．１６３ １７４．７９２ １７４．６４２

２０１３－１２－３０ １８７．５８ １８８．１９１ １８７．６３５ １８９．７９３ １８９．０２２ １８７．８０２ １８７．４１５
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表４　不同模型计算精度
Ｔａｂ．４　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｐｒｅｃｉｓｉｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌｓ

精度指标 观测时间

模型计算精度／ｍｍ

ＧＭ（１，１）时
间差模型

ＧＭ（１，１）
Ｎｅｗｔｏｎ模型

加权时间

差模型

加权Ｎｅｗｔｏｎ
模型

基于时间加权

时间差模型

基于时间加权

Ｎｅｗｔｏｎ模型

相对

误差／％

２０１３－１２－０４ －０．８４ －３．８５ －１．４９ －４．４６ －３．２７ －３．５２

２０１３－１２－０７ ０．６４ －１．９５ －０．０５ －２．５６ －１．４５ －１．６４

２０１３－１２－１８ １．７６ ０．５７ １．０２ －０．０９ ０．７９ ０．７９

２０１３－１２－２３ ０．５５ －０．０３ －０．２４ －０．７２ ０．０６ ０．１５

２０１３－１２－３０ －０．３３ －０．０３ －１．１８ －０．７７ －０．１２ ０．０９

平均误差／％ 　０．８２ 　１．２９ 　０．８０ 　１．７２ 　１．１４ 　１．２４

后验差比Ｃ ０．０８１０ ０．１４５４ ０．０８０１ ０．１３３８ ０．１２５４ ０．１４０１

小误差概率ｐ １．０ １．０ １．０ １．０ １．０ １．０

精度等级 　１级 　１级 　１级 　１级 　１级 　１级

表５　不同模型预测值比较
Ｔａｂ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｖａｌｕｅｓａｍｏｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌｓ

观测时间

原始观

测数据／
ｍｍ

模型预测值／ｍｍ

ＧＭ（１，１）时
间差模型

ＧＭ（１，１）
Ｎｅｗｔｏｎ模型

加权时间

差模型

加权Ｎｅｗｔｏｎ
模型

基于时间加权

时间差模型

基于时间加权

Ｎｅｗｔｏｎ模型

２０１４－０１－０３ １９４．７６ １９６．８５５ １９５．２９６ １９８．５９１ １９６．７８７ １９５．６６７ １９５．１２９

２０１４－０１－０６ ２０１．７０ ２０３．６１４ ２０１．２４７ ２０５．４５６ ２０２．８１９ ２０１．７８１ ２０１．１２２

２０１４－０１－１０ ２０８．１７ ２１２．９８８ ２０９．４６４ ２１４．９８０ ２１１．１５１ ２１０．２３１ ２０９．４０１

表６　不同模型预测值精度比较
Ｔａｂ．６　Ａｃｃｕｒａｃｙｃｏｍｐａｒｉｓｏｎａｍｏｎｇｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｖａｌｕｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌｓ

精度指标 观测时间

模型计算精度／ｍｍ

ＧＭ（１，１）时
间差模型

ＧＭ（１，１）
Ｎｅｗｔｏｎ模型

加权时间

差模型

加权Ｎｅｗｔｏｎ
模型

基于时间加权

时间差模型

基于时间加权

Ｎｅｗｔｏｎ模型

相对

误差
(

％

２０１４－０１－０３ －１．０８ －０．２８ －１．９７ －１．０４ －０．４７ －０．１９

２０１４－０１－０６ －０．９５ ０．２２ －１．８６ －０．５５ －０．０４ ０．２９

２０１４－０１－１０ －２．３１ －０．６２ －３．２７ －１．４３ －０．９９ －０．５９

平均误差
(

％ 　１．４５ 　０．１４ 　０．８９ 　０．３８ 　０．１９ 　０．１３

后验差比Ｃ ０．２００８ ０．１２３１ ０．２１１７ ０．１２９１ ０．１３６０ ０．１２６２

小误差概率ｐ ０．６７ １．００ ０．６７ １．００ １．００ １．００

精度等级 　不合格 　１级 　不合格 　１级 　１级 　１级

　　通过上面的预测结果的对比分析我们可以
得到：

１）由表（３）和表（４）可以看出，各模型的后验

差比值Ｃ均在０．１５以内，均具有较高的精度。采
用时间差法和 Ｎｅｗｔｏｎ插值法进行等间距数列构
造后，采用基于时间加权模型计算的结果平均误
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差很小，精度高。

２）由表（５）和表（６）可看出，时间差法内插的
等间距数据利用ＧＭ（１，１）模型和加权法建模后，
２０１４－０１－１０的预测值残差分别为４８２和６．８１
ｍｍ，大于式（２９）计算的 ４．４６和 ４．５３ｍｍ的要
求，而Ｎｅｗｔｏｎ插值法内插的等间距数据在３种模
型下都能满足精度要求。

因此，在对非等间隔的数据序列进行预测时，

利用时间差法和 Ｎｅｗｔｏｎ插值法将非等间距的原
始数据序列转换为等间距数据序列，然后采用

ＧＭ（１，１）模型和两种加权法对等间距数据进行
建模预测，可以提高预测精度。

从２０１３－１２－０４～２０１４－０１－１０的观测数
据与６种模型计算值比较见图３。

３　结论
结合某建筑物沉降观测数据，分别采用了几

种改进灰色模型进行了建模预测，由分析可知利

用Ｎｅｗｔｏｎ插值处理非等间距数据在传统灰度模

图３　模型计算值与观测值比较图
　 Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｖａｌｕｅａｎｄ

ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｖａｌｕｅ

型和加权模型中都能达到精度要求，而基于时间

加权预测计算模型则充分考虑了时间因素，增加

了近期数据的权重，可以更好地预测变形体的变

形量。因此，基于时间加权的Ｎｅｗｔｏｎ模型针对本
工程有最优的预测效果，同时本模型对类似工程

将有较好的借鉴作用。
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