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摘要：基于有限拉莫半径磁流体理论（ＦＬＲ－ＭＨＤ）模型，采用ＷＫＢ多重尺度分析方法详细推导一组
可用于研究托卡马克等离子体中高ｎ气球模的方程组。在忽略有限拉莫尔半径效应和流体的可压缩
后该方程可以回到传统理想气球模方程。该气球模本征方程组可用于研究带流体的压缩性对有限拉

莫尔半径修正的高ｎ气球模的影响。
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　　众所周知，托卡马克等离子体中气球模的发
展严重限制了等离子体的比压值 β，而这也关系
到托卡马克装置将来能否建立一个经济性能良好

的聚变反应堆。因此，它无可争议地成为了托卡马

克等离子体中一个非常重要的研究课题。而与之

相关的理论研究和实验模拟也从未中断过［１－２］。

研究气球模，人们几乎都冲着一个相同的目的，即

寻求气球模是如何限制托卡马克实现高 β运行
的。为此，人们基于理想气球模理论，展开了大量

的数值计算。这些数值计算都是假定平行电场扰

动δＥ‖ ＝ｉ
［３］。然而，在高环向模数（ｎ）极限条件

下（如高ｎ气球模），平行电场扰动δＥ‖ 将变得十
分重要。基于这样的考虑，人们都认为完全有必要

研究一下高ｎ气球模在考虑了一些动理学效应之
后（如有限拉莫半径效应（ＦＬＲ）、朗道共振（Ｌａｎ
ｄａｕｒｅｓｏｎａｎｃｅｓ）、捕获粒子（ｔｒａｐｐｅｄｐａｒｔｉｃｌｅｓ）等），
等离子体的临界比压β０是否会发生改变。因为一
旦考虑了这些动力学效应之后，平行电场扰动

δＥ‖ 就必须考虑在内。
研究托卡马克等离子体的动理学效应（ｋｉｎｅｔ

ｉｃｅｆｆｅｃｔ）时，一般采用漂移动理学（ｄｒｉｆｔｋｉｎｅｔ
ｉｃｓ）［４－８］和回旋动理学（ｇｙｒｏｋｉｎｅｔｉｃｓ）［９－１２］理论。
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　　然而，托卡马克的磁场位型十分复杂，而上述
的动理学方法在使用时就显得相当麻烦。因此，

就有很多人试着使用更为简单的 ＭＨＤ理论去研
究那些单一的动理学效应。比如我们所感兴趣的

“有限拉莫半径（ＦＬＲ）效应”。２０世纪６０年代，
Ｒｏｂｅｒｔｓ［１３］等人与Ｂｒａｇｉｎｓｋｉｉ［１４］通过在运动方程中
增加一个各项异性的离子粘滞张量（ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ
ｉｏｎｓｔｒｅｓｓｔｅｎｓｏｒ），把 ＦＬＲ这种动理学效应引入
ＭＨＤ方程中。之后，这套理论就被称为有限拉莫
半径磁流体动力学（ＦＬＲＭＨＤ）理论［１５］。到目前

为止，我们已经看到，ＦＬＲＭＨＤ理论已经在与 Ｚ
ｐｉｎｃｈ相关的理论研究中大量被使用［１５－１９］。如

１９９６年，Ｈｕｂａ［１８］就用该理论在一个二维等离子
体位型中研究了 ＲａｙｌｅｉｇｈＴａｙｌｏｒ不稳定性。邱孝
明［１７，１９］等人也使用 ＦＬＲＭＨＤ理论在 Ｚｐｉｎｃｈ等
离子体中研究了 ＲａｙｌｅｉｇｈＴａｙｌｏｒ不稳定性。本研
究将以有限拉莫半径磁流体力学（ＦＬＲ－ＭＨＤ）
理论为基本模型，根据 ＷＫＢ［２０］分析方法详细推
导一组包含有限拉莫尔半径效应可压缩性高ｎ气
球模本征方程，用于研究流体的可压缩性对有限

拉莫尔半径效应修正的气球模本征值和本征函数

的影响。

１　ＦＬＲＭＨＤ理论模型
有限拉摩尔半径效应的磁流体方程组（ＦＬＲ

－ＭＨＤ）包含如下几个方程：
连续性方程


ｔρ
＋Ｖ·ρ＋ρ·Ｖ＝０ （１）

　　运动方程

ρｔ
Ｖ＋ (ρＶ· ) Ｖ＝

－ (ｐ＋  × )Ｂ ×Ｂ＋η１ｂ×
２
⊥ Ｖ（２）

　　能量方程

ｔ
ｐ＋Ｖ·ｐ＋ｐ·Ｖ＝０ （３）

　　磁场扩散方程

ｔ
Ｂ＝ (× Ｖ× )Ｂ （４）

　　无磁单极子磁场方程
·Ｂ＝０ （５）

（１）～（５）方程中，ρ表示流体的密度；ｐ表示标量
压强；Ｖ表示流体的速度；Ｂ表示磁场强度；η１表

示回旋粘滞系数；ｂ表示磁力线方向单位矢量。
为了得到方程（４），忽略了欧姆定律中的电子压
强梯度和霍尔电流效应：

Ｅ＋Ｖ×Ｂ＝０ （６）

２　方程的线性化
将所有的物理量写成平衡量和扰动量之和。

ρ＝ρ０＋ρ１ （７）
Ｖ＝Ｖ０＋Ｖ１ （８）
ｐ＝ｏ１＋ｐ１ （９）
Ｂ＝Ｂ０＋Ｂ１ （１０）

下标“０”表示平衡（无扰动）时的物理量，下标
“１”表示一级扰动量（以下相同）。本文考虑的是
静态平衡的情况，因此表示平衡速度的 Ｖ０ ＝０。
把（７）～（１０）带入方程（１）～（４）中，在略去高阶
扰动项之后，得到一阶扰动方程：

连续性方程


ｔρ１

＝－Ｖ１·ρ０－ρ０·Ｖ１ （１１）

　　运动方程

ρｔ
Ｖ１ (＝  ×Ｂ )０ ×Ｂ１ (＋  ×Ｂ )１ ×Ｂ０－

ｐ１＋η１ｂ０×
２
⊥×

２
⊥ Ｖ１ （１２）

　　能量方程

ｔ
ｐ１ ＝－Ｖ１·ｐ０－ｐ０·Ｖ１ （１３）

　　磁场扩散方程

ｔ
Ｂ１ ＝ (× Ｖ１×Ｂ )０ （１４）

　　无磁单极子磁场方程
·Ｂ１ ＝０ （１５）

　　把所有扰动量写成程函表达式：
ρ１ ＝ρ^１ｅｘｐ（－ｉωｔ＋ｉｎＳ） （１６）

Ｖ１ ＝Ｖ
＾
１ｅｘｐ（－ｉωｔ＋ｉｎＳ） （１７）

ｐ１ ＝ｐ
＾

１ｅｘｐ（－ｉωｔ＋ｉｎＳ） （１８）

Ｂ１ ＝Ｂ
＾
１ｅｘｐ（－ｉωｔ＋ｉｎＳ） （１９）

其中，ρ^１是密度扰动的振幅（慢变函数）；Ｖ
＾
１是扰

动速度的振幅；ｐ
＾

１是压强扰动的振幅；Ｂ
＾
１是磁场

扰动的振幅；Ｓ是程函；ｗ是本征值；ｎ是环向模
数。

３　量级展开
根据ＷＫＢ的分析方法，把环向模数ｎ的倒数

５７



福建工程学院学报 第１３卷

设为小量ε＝１／ｎ，扰动量 Ａ＾１便可以按照这个小
量分级展开，令：

Ａ＾１ ＝Ａ
＾
１
（０）＋１ｎＡ

（^１）
１ ＋… （２０）

式中，Ａ＾１代表 ρ^１，Ｖ
＾
１，ｐ^１和Ｂ

＾
１，扰动量Ａ

（^ｍ）
１ 的上标

ｍ（ｍ＝０，１，…）代表阶数。利用（２０），把（１６）～
（１９）带入（１１）～（１５），并按照阶数整理：

(Ｏ ε－ )１ 阶

　　从连续性方程（１１）和能量方程（１３）的

(Ｏ ε－ )１ 阶，可得：

Ｖ（^０）１ ·Ｓ＝０ （２１）

　　从磁扩散方程（１４）的 (Ｏ ε－ )１ 阶，可得：

Ｂ０·Ｓ＝０ （２２）

　　从无磁单极子磁场方程（１５）的 (Ｏ ε－ )１ 阶，

可得：

Ｂ（^０）１ ·Ｓ＝０ （２３）

　　从运动方程（１２）的 (Ｏ ε－ )１ 阶，可得：

Ｂ０·Ｂ
（^０）
１ ＋ｐ

＾
（０）
１ ＋η１Ｖ

（^０）
１ (· ｂ０× )Ｓ ＝０

（２４）

(Ｏ ε )０ 阶

从连续性方程（１１）的 (Ｏ ε )０ 阶，可得：

ρ^（０）１ （－ｉｗ）＝－Ｖ
（^０）
１ ·ρ０－

ρ０·Ｖ
（^０）
１ －（ｉｎ）ρ０Ｖ

（^１）
１ ·Ｓ （２５）

　　从能量方程（１３）的 (Ｏ ε )０ 阶，可得：

ｐ^（０）１ （－ｉｗ）＝－Ｖ
（^０）
１ ·ｐ０－

ｐ０·Ｖ
（^０）
１ －（ｉｎ）ｐ０Ｖ

（^１）
１ ·Ｓ （２６）

　　从磁扩散方程（１４）的 (Ｏ ε )０ 阶，可得：

Ｂ（^０）１ （－ｉｗ） (＝ Ｂ０· ) Ｖ（^０）１ －（Ｖ（^０）１ ·）Ｂ０－

Ｂ [０ ·Ｖ（^０）１ －（ｉｎ）Ｖ（^１）１ · ]Ｓ （２７）

　　从运动方程（１２）的 (Ｏ ε )０ 阶，可得：

ρ０Ｖ
（^０）
１ （－ｉｗ）＝－ｐ^

（０）
１ － ( Ｂ０·Ｂ

（^０） )１ －

(ｉｐ^（１）１ ＋Ｂ０·Ｂ
（^１） )１  (Ｓ＋ Ｂ０· ) Ｂ（^０）１

(
＋

Ｂ（^０）１ · ) Ｂ０－（ｉｎ）η１ｂ０×Ｖ
（^０）
１ 

２
⊥ Ｓ－

ｎη１ｂ０×Ｖ
（^１）
１ Ｓ

２
（２８）

　　在对上述方程的量级分析时，为了使方程满

足有非零解，假定回旋粘滞系数η１ (～Ｏ ε )１ 。

４　气球模方程组

(重新定义一个三维坐标系 Ｂ０，Ｓ，Ｂ０ ×

 )Ｓ ［２１－２２］
，依据关系式（２１）和（２３），可看到最

低阶扰动速度Ｖ（^０）１ 和扰动磁场Ｂ
（^０）
１ 都没有Ｓ方

向的分量，假设：

Ｖ（^０）１ ＝Ｖ＾‖
Ｂ０
Ｂ０
＋Ｖ＾⊥

Ｂ０×Ｓ
Ｂ２０

（２９）

Ｂ（^０）１ ＝Ｄ＾‖
Ｂ０
Ｂ０
＋Ｄ＾⊥

Ｂ０×Ｓ
｜Ｓ｜２

（３０）

　　把（２９）和（３０）代入方程（２５）～（２８），得：

ρ^（０）１ （－ｉｗ）＝－Ｖ
（^０）
⊥

Ｂ０×Ｓ
Ｂ２０

·ρ０－

Ｖ（^０）‖
Ｂ０
Ｂ０
·ρ０－ρ０·Ｖ

（^０）
１ －ｉρ０Ｖ

（^１）
１ ·Ｓ

（３１）

ｐ^（０）１ （－ｉｗ）＝－Ｖ
（^０）
⊥

Ｂ０×Ｓ
Ｂ２０

·ｐ０－

ｐ０·Ｖ
（^０）
１ －ｉｐ０Ｖ

（^１）
１ ·Ｓ （３２）

　　再把方程（２７）和（２８）分别朝 Ｂ０×Ｓ方向
投影，得：

Ｄ（^０）⊥ （－ｉｗ）＝
Ｓ

２

Ｂ (２
０

Ｂ０· ) Ｖ（^０）⊥ （３３）

Ｖ（^０）⊥ （－ｉｗ）＝
Ｂ (２０ Ｂ０· )
ρ０ Ｓ

２ Ｄ
（^０）
⊥ －

(２ Ｂ０×Ｓ· )ｋ
ρ０ Ｓ

２ Ｂ０Ｄ
＾
‖ －

（ｉｎ）
η１
ρ０
Ｂ Ｓ (２ ⊥ Ｖ

（^０）
１ ＋ｉＳ·Ｖ（^１） )１

（３４）
　　最后，把运动方程（２８）朝Ｂ０方向投影，得：

ρ０Ｖ
（^０）
‖ （－ｉｗ）＝

Ｄ（^０）⊥ Ｂ０
｜Ｓ｜２

 ×Ｂ０·Ｓ

（３５）
　　在方程（３２）的推导过程中，利用压强沿着磁
力线梯度为零特性

Ｂ０·ｐ０ ＝０ （３６）
　　此时，可以看出在方程（３１）、（３２）和方程
（３４）中的高阶项Ｖ（^１）１ 就无法消去，必须再引入一
个Ｏ（ε０）阶方程，本文取的是磁场扩散方程（２７）
的平行分量：

⊥ Ｖ
（^０）
１ ＋ｉＳ·Ｖ（^１）１ ＝

６７
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－１
Ｂ２０
Ｄ＾‖Ｂ０（－ｉｗ）＋Ｖ

＾
⊥

Ｂ２０
Ｂ (２
０
·

Ｂ０×Ｓ
Ｂ )２
０

（３７）
　　把（３７）代入（３１）、（３２）和（３４）中，整理得到
可压缩性等离子体ＦＬＲ－气球模方程组：
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（４３）
　　从方程（３８）～（４３），一共６个未知数，６个
方程。因此，这是一套完备的气球模方程组。如

果令回旋粘滞率η１和流体的压缩项 ·Ｖ１等于
零，方程（３８）～（４３）整理之后可以回到传统的理
想气球模本征方程［１］：

Ｂ０· [ Ｓ
２

Ｂ (２
０

Ｂ０· ) Ｖ（^０） ]⊥

[
＋

Ｄｋ＋ρ０
Ｓ

２

Ｂ２０
ｗ ]２ Ｖ（^０）⊥ ＝０ （４４）

　　与理想气球模本征方程（４４）相比，本文中的
气球模方程组（３８）～（４３）增加考虑了流体的可
压缩性和回旋粘滞效应（有限拉莫尔半径效应），

可以用于分析有限拉莫尔半径效应对可压缩性高

ｎ气球模的影响。

５　结论
基于有限拉莫尔磁流体动力学（ＦＬＲ－

ＭＨＤ）理论框架，采用 ＷＫＢ的多重尺度分析方
法，详细推导出了一组可用于研究托卡马克等离

子体中高ｎ气球模的本征方程。该本征方程组可
用于研究回旋粘滞效应（有限拉莫尔半径效应）

对托卡马克等离子体高ｎ气球模的影响。
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