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摘要：对任意连续总体的一个独立同分布（ｉ．ｉ．ｄ．）样本，在非参数核密度估计的基础上，定义总体分
布函数核估计的多种形式，给出基于非参数核估计的随机数产生方法及统计检验。
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　　随机数大量应用于抽样调查、数值计算、信息
安全、系统仿真、ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟、金融投资、环
境重构等多个领域。随着数字时代和虚拟现实的

纵深发展，信息的安全性、仿真系统、大数据模拟

以及环境重构等日益重要。在这些领域中，统计

性能优良、高速稳定的随机发生器和随机数的作

用至关重要。关于随机数及其应用的研究经久不

衰，可参看文献［１－５］。
通常意义下伪随机数的产生都是基于具体的

随机分布，而且是在分布已知的前提下来讨论的。

最基本的做法是构造均匀分布的随机数发生器，

然后应用多种方法如反函数法、变换法或近似

法［３－４，６－８］，得到其他分布的随机数。在很多实际

问题中，抽样数据 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ所服从的分布往
往是未知的，在未知分布的前提下，很多基于分布

的随机数发生器难以凑效。关键问题在于如何仅

利用抽样数据来产生该样本所在总体的随机数，

显然这应通过非参数方法加以解决。文献［６－
７］对这类问题提出了近拟抽样法，包括经验分布
抽样法和频数观测数据抽样法。从非参数角度

讲，有了样本数据，就可以模拟密度函数和分布函

数，进而模拟随机数的产生。

本文利用核估计思想由原始数据估计密度函

数和分布函数，并构造基于非参数核估计的随机

数发生器，并通过了模拟实验和分布检验。

１　经验分布抽样法
基于经验分布函数 Ｆｎ（ｘ）的随机数产生方

法的理论依据是Ｇｌｉｖｅｎｋｏ定理：
Ｐ（ｌｉｍ

ｎ→∞
ｓｕｐ

－∞＜ｘ＜∞
｜Ｆｎ（ｘ）－Ｆ（ｘ）｜＝０）＝１
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　　对于观测数据ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，构造其经验分布
函数Ｆｎ（ｘ），然后产生Ｆｎ（ｘ）的随机数，由上述定
理可将该随机数近似成Ｆ（ｘ）的随机数。应用该
理论产生随机数的过程如下：

（１）产生ｒ～Ｕ（０，１），若存在ｋ使得Ｆｎ（ｘ（ｋ－１） ＜
ｒ≤Ｆｎ（ｘ（ｋ））），则记Ｊ＝ｋ。

（２）取 Ｘ＝ｘ（Ｊ）＋
ｒ－Ｆｎ（ｘＪ－１）

Ｆｎ（ｘ（Ｊ））－Ｆｎ（ｘＪ－１）
（ｘ（Ｊ）－

ｘ（Ｊ－１）），则Ｘ近似为 Ｆ（ｘ）的随机数。其中 ｘ（１），
ｘ（２），…，ｘ（ｎ）是ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ的次序统计量。该方法
仅能产生的随机数范围介于［ｘ（１），ｘ（ｎ）］。注意：若
ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ中有重复值，则Ｊ值出现跳跃。

该方法在产生随机数时，引入线性插值求近

似随机数，方法简洁，可操作性强。通常情况下，

线性插值并不满足分布曲线的特征，因此产生的

随机数还不够精细，有改进余地。

２　核估计随机数发生器的基本理论

非参数方法在密度估计方面的理论［９－１３］相当

丰富，而基于非参数密度估计的最直接应用在于

概率的估计［９］，还可以用于数据挖掘领域［１４］等，

但是将非参数密度估计应用到随机数抽样中还不

多见。下面阐述如何使用非参数核估计法产生近

似随机数并对其进行统计性质的检验。

定义１　设Ｋ（ｕ）为定义在（－∞，＋∞）上
的一个Ｂｏｒｅｌ可测函数，而 ｈｎ ＞０为常数。ｘ１，ｘ２，
…，ｘｎ是总体Ｘ的一个ｉｉｄ样本，则称

ｆｎ（ｘ）＝
１
ｎｈｎ∑

ｎ

ｉ＝１
(Ｋ ｘ－Ｘｉｈ )

ｎ
（１）

为总体密度函数 ｆ（ｘ）的一个核估计。其中 Ｋ（ｕ）
称为核函数，一般取对称型的密度函数，ｈｎ称为
窗宽。

文献［９－１０］对核估计的大样本性质作了细
致的讨论和证明，此处仅给出５个定理结论。

定理１　核密度估计具有渐进无偏性
ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｅｆｎ（ｘ）＝ｆ（ｘ） （２）

　　定理２　若 ｌｉｍ
ｎ→∞
ｈｎ ＝０，ｆ（ｘ）在全空间上一致

连续，且满足（２）式，则有
ｌｉｍ
ｎ→∞
｛ｓｕｐ

ｘ
｜Ｅｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ）｝＝０ （３）

　　定理３　核密度估计的均方相合性
ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｅ［ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ）］

２ ＝０ （４）

　　定理４　核密度估计的依概率一致收敛性

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｕｐ
ｘ
｜ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ）｜＝０ （５）

　　定理５　核密度估计的强相合性
ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘ）＝ｆ（ｘ），ａ．ｓ．

ｌｉｍ
ｎ→∞
｛ｓｕｐ

ｘ
｜ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ）｜｝＝０，ａ．ｓ． （６）

　　基于定义１和上述５个定理，可以从核估计
角度来刻画总体分布函数，有了分布函数的估计，

从理论上讲得到总体的近似随机数就比较容易

了，这也是本文讨论的重点。

定义２　设ｆｎ（ｘ）为总体密度函数ｆ（ｘ）的一
个核估计，则称

Ｆ
～

ｎ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｆｎ（ｔ）ｄｔ （７）

为总体分布函数 Ｆ（ｘ）的一个核估计。此处采用

记号Ｆ
～

ｎ（ｘ）以区别于经验分布函数Ｆｎ（ｘ）。
对于定义２中的 ，代入定义１的 ，可得到更

一般的表示形式，具体如下：

Ｆ
～

ｎ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｆｎ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｘ

－∞

１
ｎｈｎ∑

ｎ

ｉ＝１
(Ｋ ｘ－Ｘｉｈ )

ｎ
ｄｔ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
∫
ｘ

－∞

１
ｎｈｎ

(Ｋ ｘ－Ｘｉｈ )
ｎ

ｄｔ
ｙ＝
ｘ－Ｘｉ
ｈ

←
ｎ
＝

∑
ｎ

ｉ＝１
∫
ｘ－Ｘｉ
ｈｎ

－∞

１
ｎｈｎ
Ｋ（ｙ）·ｈｎ·ｄｙ＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
∫
ｘ－Ｘｉ
ｈｎ

－∞

１
ｎｈｎ
Ｋ（ｙ）ｄｙ （８）

　　下面推导关于具体核函数的 Ｆ
～

ｎ（ｘ）表示（以
高斯核和均匀核为例），设Ｘ（１），Ｘ（２），…，Ｘ（ｎ）为样
本的次序统计量，当 ｘ∈ ［Ｘ（１），Ｘ（ｎ）］时，一定存
在ｐ，ｑ使得 Ｘ（ｐ）和 Ｘ（ｑ）∈ ［ｘ－ｈｎ，ｘ＋ｈｎ］。但
Ｘ（ｐ－１）和Ｘ（ｑ＋１）［ｘ－ｈｎ，ｘ＋ｈｂ］，ｐ≤ｑ。且有ｐ≤
ｋ≤ｑ，使得Ｘ（ｋ）≤ｘ，Ｘ（ｋ＋１） ＞ｘ。

１）若Ｋ（ｕ）为高斯核，即 Ｋ（ｕ）＝ １
２槡π
ｅ－
ｕ２
２，

则（８）式可变成

Ｆ
～

ｎ（ｘ）＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
(Φ ｘ－Ｘｉ
ｈ )
ｎ

（９）

　　２）若 Ｋ（ｕ）为均匀核，即 Ｋ（ｕ） ＝１／２，
｜ｕ｜＜１。ｐ，ｑ满足上述条件，则（８）式可变成

Ｆ
～

ｎ（ｘ）＝
１
２ [ｎ （ｑ－ｐ＋１）＋∑

ｑ

ｉ＝ｐ

ｘ－Ｘ（ｉ）
ｈ ]
ｎ

（１０）

　　由于Ｆ
～

ｎ（ｘ）是分布函数Ｆ（ｘ）的一个优良估

６９５
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计，所以构造近似方程组如下：

Ｆ
～

ｎ（ｘ
～
ｉ）Ｆ（ｘｉ）

Ｆ（ｘｉ）＝ｒ
{

ｉ


Ｆ
～

ｎ（ｘ
～
ｉ）ｒｉ

ｉ＝１，２，…，{ Ｎ
（１１）

　　定义３　对于 ｒ．ｖ．ｒ～Ｕ（０，１）的随机序列
ｒ１，ｒ２，…，ｒＮ，称 ｘ～１，ｘ

～
２，…，ｘ

～
Ｎ 为总体分布函数

Ｆ（ｘ）的一个近似随机数序列，其中 ｘ～ｉ满足（１１）

式，即Ｆ
～

ｎ（ｘ
～
ｉ）＝ｒｉ，ｉ＝１，２，…，Ｎ。

由定义３推出基于核估计的随机数产生算法：
步骤１　由观测值 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，以合适的窗

宽 ｈｎ和核函数 Ｋ（ｕ），构造分布函数的核估

计Ｆ
～

ｎ（ｘ）。
步骤２　产生均匀分布随机数ｒ，即ｒ～Ｕ（０，

１）。

步骤３　由Ｆ
～

ｎ（ｘ
～），计算ｘ～，则ｘ～近似为Ｆ（ｘ）

的随机数。

３　实验分析
３．１．３　模拟实验１

生成Ｎ（０．１）随机数６００个 ｘ１，ｘ２，…，ｘ６００取

前３００个作为原随机数，利用上述方法和步骤生
成密度和分布函数的核估计，再生成３００个随机
数（新随机数），最后分布与样本中前３００个和后
３００个随机数（预留随机数）比较并检验。下面通
过多种检验手段说明核估计产生的随机数符合随

机数发生器的要求。

（１）同分布检验ｐ值。

表１　三类同分布检验的ｐ值
Ｔａｂ．１　Ｐｖａｌｕｅｏｆｔｈｒｅｅｉｓｏｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｔｅｓｔｓ

次数
新随机数作

正态性检验

与原随机数

同分布检验

与预留随机数

作同分布检验

１ ０．４９１１０８９ ０．９７００４０９ ０．７２１１６２５
２ ０．９４３６８５２ ０．９４０８４２３ ０．３９５２９８３
３ ０．６４７２０２７ ０．８４７４８８５ ０．７８７０４４３
４ ０．８２８５９４０ ０．９４０８４２３ ０．７８７０４４３
５ ０．５１４０３８０ ０．７２１１６２５ ０．９８７６９８３
平均 ０．６８４９２５８ ０．８８４０７５３ ０．７３５６４９５

从上述３类检验值可知，核估计产生的随机
数服从原分布，且与经典方法产生的随机数序列

来自同一分布。

（２）原随机数和生成随机数作核密度图
比较。

从图１可知，原随机数和本文方法产生的随
机数的正态密度曲线吻合度比较高。

图１　两种随机数的密度曲线对比
Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｄｅｎｓｉｔｙｃｕｒｖｅｓ

ｏｆ２ｒａｎｄｏｍｎｕｍｂｅｒｓ

（３）原随机数及预留随机数与新随机数的经
验分布图和箱线图。

图２　三组随机数经验分布图的比较
　　Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎａｍｏｎｇｔｈｅｅｘｐｅｒｉｅｎｃｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ｃｕｒｖｅｓｏｆ３ｓｅｔｓｏｆｒａｎｄｏｍｎｕｍｂｅｒｓ

图３　三组数据箱线图的比较
　Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｂｏｘｌｉｎｅｆｉｇｕｒｅｓ

ａｍｏｎｇ３ｓｅｔｓｏｆｄａｔａ

从图２可看出，３组数据的经验分布函数图
交织在一起，几乎无法区分，直观上说明３组随机
数是同分布的。图３的箱线图可看出，３组随机
数分布形状非常接近。

（４）独立性的直观检验，作１到６阶自相关
三点图，从数据分布的趋势上作独立性的判断。

７９５
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图４　１－６阶自相关图形
Ｆｉｇ．４　Ｓｅｌｆｃｏｒｒｅｌａｔｅｄｆｉｇｕｒｅｓｏｆｏｒｄｅｒ１ｔｏ６

从图４的自相关散点图看出，新随机数之间
并不存在某种一致性的趋势，直观上可认定随机

数之间是相互独立的。这点从步骤２和步骤３是
可以推出来的。模拟实验表明，核估计方法生成

的随机数同原总体产生的随机数并无统计意义上

的偏差，且在统计性能上均可满足随机数发生器

的要求，因此可将其作为一种可行的随机数发

生器。

在实际问题中经常处理小样本数据，而有些

经典方法在处理小样本数据的时候往往效果较

差。因此如何将小样本数据变成“大样本”数据，

并将其应用于随机模拟中，还是有意义的。下面

从小样本角度对本文方法进行检验。

３．２　模拟实验２
对 Ｎ（０，１），ｔ（５），χ２（５），Ｆ（５，５）分别抽样

２０个随机数，然后用本文方法产生１００个新随机

数。反复做１０个流程，并分别与２０个随机数作
同分布检验。计算均值、方差和检验 ｐ值的平
均值。

表２　计算结果
Ｔａｂ．２　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｍｅａｎｖａｌｕｅ，ｓｑｕａｒｅｒｏｏｔ

ｖａｌｕｅａｎｄｐｖａｌｕｅ

分布 Ｎ（０，１） ｔ（５） χ２（５） Ｆ（５，５）
均值 原 ０．１０７８６７ ０．１４６００７ ４．４２２１２９ １．１９５８０８
平均 新 ０．１３６５３５ ０．１８２８６９ ４．５１３２３６ １．２５４５４４
方差 原 ０．５１６３３５ ０．８４６１０２ ４．２６３６１５ １．０８５５２０
平均 新 ０．５５４４５７ ０．８６１５０３ ５．１０９１３３ ２．０７２７４０
检验 ｐ值０．７８８０７１ ０．９８６３２８ ０．８８３２６５ ０．３４９１８３

从表２计算结果看出由小样本出发采用核估
计生成的”大样本”随机数，其统计指标还是能满

足随机数模拟要求的。

４　结论
通过对非参数核密度估计的分析，利用密度

函数和分布函数的积分关系，导出分布函数的非

参数核估计进而得到该分布的近似随机数，并通

过模拟数据的计算和检验，验证了非参数核估计

随机数发生器是一种实用有效的方法。非参数核

估计的计算量大，模型中还涉及到窗宽及核函数

的选取，如何有效地减少计算量并提高效率，如何

选取合适的窗宽和核函数一直是非参数领域的课

题，这些都有待于进一步研究。
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