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随机微分方程波形松弛方法的稳定性

范振成

（闽江学院 数学系，福建 福州 ３５０１２１）

摘要：针对随机微分方程，提出波形松弛方法的稳定性定义，给出了方法稳定的充分条件，证明了方

法在给定的条件下是渐进均方稳定的。将得到的定理用于线性随机微分方程，获得了方法的稳定性

条件，该条件表明：对应特定分裂函数的波形松弛方法是稳定的。
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　　考虑随机微分方程
ｄｘ（ｔ）＝ｆ（ｘ（ｔ））ｄｔ＋ｇ（ｘ（ｔ））ｄｗ（ｔ），ｔ＞０，
ｘ（０）＝ｘ０

{ ．

（１）
（１）的波形松弛方法可以表示为

ｄｘ（ｋ＋１）（ｔ）＝ｆ
～
（ｘ（ｋ＋１）（ｔ），ｘ（ｋ）（ｔ））ｄｔ＋

ｇ～（ｘ（ｋ＋１）（ｔ），ｘ（ｋ）（ｔ））ｄｗ（ｔ），ｔ＞０，
ｘ（ｋ）（０）＝ｘ０，ｘ

（０）（ｔ）＝φ（ｔ），ｋ＝０，１，２
{

，…

（２）

其中，ｆ
～
（ｘ，ｘ）＝ｆ（ｘ）；ｇ～（ｘ，ｘ）＝ｇ（ｘ），ｘ∈Ｒｍ。

波形松弛方法的主要优点是具有并行性，适

合求解大型微分方程组。确定性微分方程波形松

弛方法的研究成果十分丰富，研究结果表明：与微

分方程的其它求解方法相比，波形松弛方法具有

某些方面的优势［１－５］。２００６年 Ｈ．Ｓｃｈｕｒｚ和 Ｋ．
Ｒ．Ｓｃｈｎｅｉｄｅｒ首次提出随机微分方程的波形松弛
方法［６］，２０１０－２０１１年本文作者提出了随机延迟
微分方程波形松弛方法，得到了一些收敛性方面

的结论［７－８］。根据文献［７－８］中的结论，当 ｆ
～
，ｇ～

满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚｓ条件时，（２）的解收敛于（１）的解，
即对任意Ｔ＞０，

ｌｉｍ
ｋ→∞

(Ｅ ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ
‖ｘ（ｋ＋１）（ｔ）－ｘ（ｔ）‖ )２ ＝０

　　由于数据的测量或观测过程中，误差无法避
免，考虑初始值的微小扰动是否会引起方程解的

剧烈变化，即所谓稳定性问题，具有重要的理论意

义和应用价值。如果方程的解是不稳定的，即初

始值的微小扰动将带来解的巨大变化，那么前述

收敛性结论没有意义。然而，迄今为止尚未发现随
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机微分方程波形松弛方法稳定性的研究成果。本

文将研究（２）的稳定性。

１　波形松弛方法的稳定性
当初始值和初始波形有微小扰动时，（２）

变成

ｄｙ（ｋ＋１）（ｔ）＝ｆ
～
（ｙ（ｋ＋１）（ｔ），ｙ（ｋ）（ｔ））ｄｔ＋

ｇ～（ｙ（ｋ＋１）（ｔ），ｙ（ｋ）（ｔ））ｗ（ｔ），ｔ＞０，

ｙ（ｋ）（０）＝ｘ～０，ｙ
（０）（ｔ）＝φ～（ｔ），ｋ＝０，１，２

{
，…

（３）
　　如果扰动系统（３）的解与原系统（２）的解相
差不大，则称（２）是稳定的。
　　定义１　称系统（２）是渐进均方稳定的，如果
对于任意给定正整数Ｋ，和所有ｋ∈｛１，２，…，Ｋ｝
均有

ｌｉｍ
ｔ→∞

(Ｅ ‖ｘ（ｋ）（ｔ）－ｙ（ｋ）（ｔ）‖ )２ ＝０．

　　为了叙述的简便，先定义几个函数。

Ｆ（ｘ，ｘａ）

ｆ
～
（ｘ１，ｘ２）

　

ｆ
～
（ｘｋ－１，ｘｋ）

ｆ
～
（ｘｋ，ｘａ













）

，Ｇ（ｘ，ｘａ）

ｇ～（ｘ１，ｘ２）

　
ｇ～（ｘｋ－１，ｘｋ）

ｇ～（ｘｋ，ｘａ











）

，

Ｈ（ｘ，ｙ，ｘａ，ｙａ）２（ｘ－ｙ）
Ｔ（Ｆ（ｘ，ｘａ）－

Ｆ（ｙ，ｙａ））＋ｔｒａｃｅ｛（Ｇ（ｘ，ｘａ）－Ｇ（ｙ，ｙａ））
Ｔ

（Ｇ（ｘ，ｘａ）－Ｇ（ｙ，ｙａ））｝，
其中ｘａ，ｘ１，…，ｘｋ，ｙａ，ｙ１，…，ｙｋ∈Ｒ

ｍ，ｘ＝（ｘＴ１，…，
ｘＴｋ）

Ｔ，ｙ＝（ｙＴ１，…，ｙ
Ｔ
ｋ）
Ｔ．

　　记
Ｘ（ｔ）＝（（ｘ（ｋ）（ｔ））Ｔ，（ｘ（ｋ－１）（ｔ））Ｔ，…，（ｘ（１）（ｔ））Ｔ）Ｔ，
Ｙ（ｔ）＝（（ｙ（ｋ）（ｔ））Ｔ，（ｙ（ｋ－１）（ｔ））Ｔ，…，（ｙ（１）（ｔ））Ｔ）Ｔ，
Ｘ０ ＝（ｘ

Ｔ
０，ｘ

Ｔ
０，…，ｘ

Ｔ
０）
Ｔ，Ｙ０ ＝（ｙ

Ｔ
０，ｙ

Ｔ
０，…，ｙ

Ｔ
０）
Ｔ．由

（２）和（３）有
ｄＸ（ｔ）＝Ｆ（Ｘ（ｔ），φ（ｔ））ｄｔ＋Ｇ（Ｘ（ｔ），
φ（ｔ））ｄｗ（ｔ），ｔ＞０，
Ｘ（０）＝Ｘ０

{
，

（４）

ｄＹ（ｔ）＝Ｆ（Ｙ（ｔ），φ～（ｔ））ｄｔ＋Ｇ（Ｙ（ｔ），

φ～（ｔ））ｄｗ（ｔ），ｔ＞０，
Ｙ（０）＝ｘ～０

{
．

（５）

　　为研究波形松弛方法（２）的稳定性，先考虑
（４）的稳定性。
　　定理１　若（ａ）存在常数λ，μ＞０使得

Ｈ（Ｘ（ｔ），Ｙ（ｔ），φ（ｔ），φ～（ｔ））≤
－λ‖Ｘ（ｔ）－Ｙ（ｔ）‖２＋μ‖φ（ｔ）－φ～（ｔ）‖２，

（ｂ）　∫
∞

０
(Ｅ ‖φ（ｔ）－φ～（ｔ）‖ )２ ｄｔ＜∞，

则　ｌｉｍ
ｔ→∞

(Ｅ ‖Ｘ（ｔ）－Ｙ（ｔ）‖ )２ ＝０．

　　证明：由Ｉｔｏ公式
ｄ‖Ｘ（ｔ）－Ｙ（ｔ）‖２ ＝

Ｈ（Ｘ（ｔ），Ｙ（ｔ），φ（ｔ），φ～（ｔ））ｄｔ＋
２（Ｘ（ｔ）－Ｙ（ｔ））Ｔ［Ｇ（Ｘ（ｔ），φ（ｔ））－

Ｇ（Ｙ（ｔ），φ～（ｔ））］ｄｗ（ｔ）．
由０到ｔ积分得

‖Ｘ（ｔ）－Ｙ（ｔ）‖２ ＝‖Ｘ０－Ｘ
～

０‖
２＋

∫
ｔ

０
Ｈ（Ｘ（ｓ），Ｙ（ｓ），φ（ｓ），φ～（ｓ））ｄｓ＋

∫
ｔ

０
２（Ｘ（ｓ）－Ｙ（ｓ））Ｔ［Ｇ（Ｘ（ｓ），φ（ｓ））－

Ｇ（Ｙ（ｓ），φ～（ｓ））］ｄｗ（ｓ）．
两边取数学期望，并利用条件（ａ）有

(Ｅ ‖Ｘ（ｔ）－Ｙ（ｔ）‖ )２ ≤

(Ｅ ‖Ｘ０－Ｘ
～

０‖ )２ －λ∫
ｔ

０
(Ｅ ‖Ｘ（ｓ）－Ｙ（ｓ）‖ )２ ｄｓ＋

μ∫
ｔ

０
(Ｅ ‖φ（ｓ）－φ～（ｓ）‖ )２ ｄｓ

由条件（ｂ）知结论成立。
　　根据定理１，容易证明（２）的稳定性结论。
　　定理２　若定理１的条件（ａ）、（ｂ）满足，则波
形松弛方法（２）是渐进均方稳定的。
　　证明：设Ｋ是任意正整数，对所有ｋ∈｛１，２，
…，Ｋ｝
‖ｘ（ｋ）（ｔ）－ｙ（ｋ）（ｔ）‖≤‖Ｘ（ｔ）－Ｙ（ｔ）‖，

再由定理１立即知道（２）是渐进均方稳定的。

２　定理的应用
利用定理２，考察最简单的线性微分方程波

形松弛方法的稳定性。

　　考虑线性随机微分方程：
ｄｘ（ｔ）＝ｆ（ｘ（ｔ））ｄｔ＋ｇ（ｘ（ｔ））ｄｗ（ｔ）

ａｘ（ｔ）ｄｔ＋ｂｘ（ｔ）ｄｗ（ｔ）． （６）

取分裂函数 ｆ
～
（ｘ，ｘ）＝ａ１ｘ＋ａ２ｘ＝ｆ（ｘ）＝ａｘ，

ｇ～（ｘ，ｘ）＝ｂ１ｘ＋ｂ２ｘ＝ｇ（ｘ）＝ｂｘ．于是

Ｆ（Ｘ（ｔ），φ（ｔ））＝

ａ１ ａ２
ａ１ 

 ａ２
ａ













１

Ｘ（ｔ）＋

７８５
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０
０


ａ











２

０


０
φ（ｔ











）

Ａ１Ｘ（ｔ）＋Ａ２Φ（ｔ），

Ｇ（Ｘ（ｔ），φ～（ｔ））＝

ｂ１ ｂ２
ｂ１ 

 ｂ２
ｂ













１

Ｘ（ｔ）＋

０
０


ｂ











２

０


０

φ～（ｔ











）

Ｂ１Ｘ（ｔ）＋Ｂ２Φ
～
（ｔ），

Ｈ（Ｘ（ｔ），Ｙ（ｔ），φ（ｔ），φ～（ｔ））＝

２（Ｘ（ｔ）－Ｙ（ｔ））ＴＡ１（Ｘ（ｔ）－Ｙ（ｔ））＋２（Ｘ（ｔ）－

Ｙ（ｔ））ＴＡ２（Φ（ｔ）－Φ
～
（ｔ））＋

ｔｒａｃｅ［（Ｂ１（Ｘ（ｔ）－Ｙ（ｔ））＋Ｂ２（Φ（ｔ）－Φ
～
（ｔ）））Ｔ·

（Ｂ１（Ｘ（ｔ）－Ｙ（ｔ））＋Ｂ２（Φ（ｔ）－Φ
～
（ｔ）））］≤

（２ａ１＋２｜ａ２｜＋（｜ｂ１｜＋｜ｂ２｜）
２）·

‖Ｘ（ｔ）－Ｙ（ｔ）‖２＋（｜ａ２｜＋｜ｂ１ｂ２｜＋｜ｂ２｜
２）·

‖（φ（ｔ）－φ～（ｔ）‖２．
　　由定理２，若２ａ１＋２｜ａ２｜＋（｜ｂ１｜＋｜ｂ２｜）

２

＜０，∫
∞

０
(Ｅ ‖（φ（ｔ）－φ～（ｔ）‖ )２ ｄｔ＜∞则（６）的

波形松弛方法是渐进均方稳定的。
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２００６，３（２）：２３２－２５４．

［７］ＦａｎＺ．Ｄｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅｗａｖｅｆｏｒｍｒｅｌａｘａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｄｅｌａｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＡｐｐｌＭａｔｈＣｏｍｐｕｔ，２０１０，
２１７（８）：３９０３－３９０９．

［８］ＦａｎＺ．Ｗａｖｅｆｏｒｍｒｅｌａｘａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｃｏｎｓｔａｎｔｄｅｌａｙ［Ｊ］．ＡｐｐｌＮｕｍｅｒＭａｔｈ，２０１１，６１
（２）：２２９－２４０．
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