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摘要: 刻画了函子范畴 ＲＩ 、回路范畴 ΩＲ 、推出范畴 Ｒｏ 的理想与范畴 Ｒ 的理想之间的关系ꎮ 证明

了函子范畴 ＲＩ 的理想与范畴 Ｒ 的理想可相互确定ꎬ回路范畴 ΩＲ 的理想与范畴 Ｒ 的理想可相互确

定ꎬ范畴 Ｒ 的理想可构造推出范畴 Ｒｏ 的理想ꎮ
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　 　 环的理想在环论中有着重要的地位ꎬ得到广

泛的重视和研究ꎮ 如今ꎬ范畴化的思想已经渗入

到数学的各个领域ꎬＲｏｓｓ Ｓｔｒｅｅｔ 将环的理想提升

到范畴的理想[１]ꎬ受此启发ꎬ本文讨论了函子范

畴 ＲＩ 、回路范畴 ΩＲ 、推出范畴 Ｒｏ 的理想与范

畴 Ｒ 的理想之间的关系ꎮ

１　 函子范畴的理想

函子范畴是范畴理论发展的一个重要分支ꎬ
任意给定的范畴均可视为函子范畴ꎬ如 Ｇ － 集范

畴、积范畴、直向图范畴等等ꎮ 本节讨论函子范畴

ＲＩ 的理想与范畴 Ｒ 的理想之间的关系ꎮ
先给出范畴的理想、函子范畴的定义[１ － ３]ꎮ
定义１.１ １[ ] 设 Ｒ 是加法范畴ꎬ Ｒ 中的一个态

射类 Ｉ 称为双边理想ꎬ若满足(１) Ｉ 中态射 ｆꎬｇ 有

ｆ ＋ ｇ∈ Ｉ (２) Ｉ中态射 ｆ ꎬＲ 中态射 ｕꎬｖ有 ｕｆ∈ Ｉ ꎬ
ｆｖ ∈ Ｉ (其中ꎬ ｕｆꎬｆｖ 在 Ｒ 中可合成)ꎮ

本文所有的理想均指双边理想ꎮ
例子 １.２　 设 Ｒ 为环ꎬ把 Ｒ 作为单对象范畴

记为 Ｒ (即 ｏｂＲ＝ Ｒ{ } ꎬｍｏｒＲ ＝ ａ ｜ ａ∈Ｒ{ } ꎬ态射的

合成为 Ｒ 中元素的乘法)ꎬ容易验证ꎬ范畴 Ｒ 的理

想和环 Ｒ 的理想一致ꎮ
定义１.３ ２[ ] 设 Ｉ 是小范畴ꎬ Ｒ 是范畴ꎬ定义

函子范畴 ＲＩ 如下:
ｏｂＲＩ ＝{ Ｌ : Ｐ → Ｑ 为共变函子}ꎬｈｏｍＲＩ(Ｌꎬ

Ｍ)＝ { λ:Ｌ→Ｍ为自然变换}ꎬ合成是自然变换的

合成ꎮ
引理１.４ ３[ ] 设 Ｉ 为小范畴ꎬ Ｒ 为加法范畴ꎬ

则函子范畴 ＲＩ 是加法范畴ꎮ
下面给出函子范畴 ＲＩ 的理想与范畴 Ｒ 的理
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想之间的关系ꎬ即
定理 １.５　 设 Ｉ 为小范畴ꎬ Ｒ 为加法范畴ꎬ若

Ｉ是Ｒ 中的理想ꎬ则 Ｉ
~
＝ ｉ ＝ ｉｘ{ } ｘ∈ｏｂＣ ｜ ｉｘ ∈ Ｉ{ } 是

范畴 ＲＩ 的理想ꎮ 反之ꎬ若 Ｊ
~
是范畴 ＲＩ 的理想ꎬ

则 Ｊ ＝ ｊｘ ｜ ｊ ＝ ｊｘ{ } ｘ∈ｏｂＣ ∈ Ｊ
~

{ } 是范畴 Ｒ 的理想ꎮ

证明 先证明 Ｉ
~
是范畴 ＲＩ 的理想ꎬ这是因为

(１)设 λ:Ｌ１ → Ｌ２ꎬ π:Ｌ１ → Ｌ２ 是 Ｉ
~
中态射ꎬ则

对任意 ａ ∈ ｏｂＩ 有 λａ ∈ Ｉ ꎬ πａ ∈ Ｉ ꎬ所以 λａ ＋
πａ ∈Ｉ ꎬ从而 λ ＋ π ＝ λａ{ } ａ∈ｏｂＣ ＋ πａ{ } ａ∈ｏｂＣ ＝

λａ ＋ πａ{ } ａ∈ｏｂＣ ∈ Ｉ
~
ꎮ

(２)设 λ ∈ Ｉ
~
ꎬ ξ ∈ ｍｏｒＲＩ ꎬ ζ ∈ ｍｏｒＲＩ ꎬ其

中 λ:Ｌ１ → Ｌ２ꎬ ξ:Ｌ０ → Ｌ１ꎬ ζ:Ｌ２ → Ｌ３ꎬ则对任意

ａ ∈ ｏｂＣ 有 λａ ∈ Ｉ ꎬ ξａ ∈ｍｏｒＲ ꎬ ζａ ∈ｍｏｒＲ 所以

有 λａξａ ∈ Ｉ ꎬ ζａλａ ∈ Ｉ ꎬ从而

λξ ＝ λξ( ) ａ{ } ａ∈ｏｂＣ ＝ λａξａ{ } ａ∈ｏｂＣ ∈ Ｉ
~
ꎬ ζλ ＝

ζλ( ) ａ{ } ａ∈ｏｂＣ ＝ ζａλａ{ } ａ∈ｏｂＣ ∈ Ｉ
~
ꎮ

所以如上定义的 Ｉ
~
是 ＲＩ 的理想ꎮ

再证 Ｊ 是范畴 Ｒ 的理想ꎬ这是因为

(１)设 ｍ:Ｐ→Ｑ ꎬ ｎ:Ｐ→Ｑ 是 Ｊ 中态射ꎬ定义

ＬＰ:Ｉ → Ｒ ꎻ ａ aＰ ꎻ ｌ:ａ → ｂ a１Ｐ:Ｐ → Ｐ ꎬ
ＭＱ:Ｉ → Ｒ ꎻ ａ aＱ ꎻ ｆ:ａ → ｂ a１Ｑ:Ｑ → Ｑ ꎬ
再定 义 λ:ＬＰ → ＭＱ ꎬ π:ＬＰ → ＭＱ ꎬ λ ＝

λａ{ } ａ∈ｏｂＩ ꎬ π ＝ πａ{ } ａ∈ｏｂＩ ꎬ对任意 ａ ∈ ｏｂＩ ꎬ均
取 λａ ＝ ｍ ꎬ πａ ＝ ｎ (即对任意 ａ∈ ｏｂＩ ꎬ ｂ ∈ ｏｂＩ
有 λａ ＝ λｂ ＝ ｍ ꎬ πａ ＝ πｂ ＝ ｎ )ꎮ 此时对范畴 Ｉ 中

任意态射 ｌ:ａ → ｂ 有 １Ｑλａ ＝ １Ｑｍ ＝ ｍ ＝ ｍ１Ｐ ＝
λＢ１Ｐ ꎬ １Ｑπａ ＝ １Ｑｎ ＝ ｎ ＝ ｎ１Ｐ ＝πｂ１Ｐ ꎬ故 λ∈ｍｏｒＲＩ

ꎬ π∈ｍｏｒＲＩ ꎮ 因 ｍ∈ Ｊ ꎬ ｎ∈ Ｊ ꎬ所以 λ∈ Ｊ
~
ꎬ π

∈ Ｊ
~
ꎬ从而 λ ＋ π ∈ Ｊ

~
ꎮ 再由

λ ＋ π ＝ λａ ＋ πａ{ } ａ∈ｏｂＩ ＝ ｍ ＋ ｎ{ } ａ∈ｏｂＩ 知

ｍ ＋ ｎ ∈ Ｊ ꎮ
(２)设 ｍ ∈ Ｊ ꎬ ｕ ∈ ｍｏｒＲ ꎬ ｖ ∈ ｍｏｒＲ ꎬ其中

ｍ:Ｐ → Ｑ ꎬ ｕ:Ｑ → Ｒ ꎬ ｖ:Ｏ → Ｐ ꎮ
同 ＬＰ ꎬＭＱ ꎬ可定义范畴 ＲＩ 中对象 ＮＲ ꎬ ＴＯ ꎬ

同 λ ꎬ π ꎬ可定义范畴 ＲＩ 中态射

ξ:ＭＱ → ＮＲ ꎬ ζ:ＴＯ → ＬＰ ꎮ 由 Ｊ
~
是 ＲＩ 中的理

想知 ξλ ∈ Ｊ
~
ꎬ λζ ∈ Ｊ

~
ꎬ又

ξλ ＝ ξλ( ) ａ{ } ａ∈ｏｂＩ ＝ ξａλａ{ } ａ∈ｏｂＩ ＝ ｕｍ{ } ｘ∈ｏｂＣ ꎬ

λζ ＝ λζ( ) ａ{ } ａ∈ｏｂＩ ＝ λａζａ{ } ａ∈ｏｂＩ ＝
ｍｖ{ } ａ∈ｏｂＩ ꎬ所以 ｕｍ ∈ Ｊ ꎬ ｍｖ ∈ Ｊ ꎮ

所以如上定义的 Ｊ 是 Ｒ 的理想ꎮ

２　 回路范畴的理想

Ｈ.Ｂａｓｓ 在文[４]中引入了回路范畴ꎬ并证明

了 对 环 Ｒ 有 Ｋ１(Ｒ) ≅ Ｋ１ ｆ􀅰ｇ􀅰ＰＲμ( ) ≅
Ｋ０ Ωｆ􀅰ｇ􀅰ＰＲμ( ) .紧接着文[５]利用 Ａｂｅｌ 范畴上

的 Ｒｅｃｏｌｌｅｍｅｎｔｓ 构造出其回路范畴上的 Ｒｅｃｏｌｌｅ￣
ｍｅｎｔｓ.文[６]进一步讨论回路范畴与范畴的平凡

扩张、冲积范畴之间的交换关系ꎬ并给出应用ꎮ 本

节讨论回路范畴 ΩＲ 的理想与范畴 Ｒ 的理想之

间的关系ꎮ
先给出回路范畴的定义ꎬ具体参见文[４－５]ꎮ
定义２.１ ４[ ] 设 Ｒ 是范畴ꎬ定义回路范畴 ΩＲ

如下: ΩＲ的对象为 (Ｐꎬλ) ꎬ其中 Ｐ∈ｏｂＲ ꎬ λ∈
Ａｕｔ(Ｐ) . ΩＲ 的态射 φ:(Ｐꎬλ) → (Ｑꎬπ) 指的是

范畴 Ｄ中的态射 φ:Ｐ→Ｑ满足 πφ ＝φλ ꎮ 合成是

自然的ꎮ
引理２.２ ５[ ] 设 Ｒ 是加法范畴ꎬ则回路范畴

ΩＲ 是加法范畴ꎮ
下面给出回路范畴 ΩＲ 的理想与范畴 Ｒ 的

理想之间的关系ꎬ即
定理 ２.３　 设 Ｒ 是加法范畴ꎬ Ｉ 是 Ｒ 的理想ꎬ

则 ΩＩ ＝ φ ∈ ｍｏｒΩＲ ｜ φ ∈ Ｉ{ } 是 ΩＲ 的理想ꎮ
反 之ꎬ 设 ΩＪ 是 ΩＲ 的 理 想ꎬ 则 Ｊ ＝
ψ ∈ ｍｏｒＲ ｜ ψ ∈ ΩＪ{ } 是 Ｒ 的理想ꎮ

证明　 先证明 ΩＩ 是 ΩＲ 的理想ꎬ这是因为:
(１)设 φ１:(Ｐꎬλ) → (Ｑꎬπ) ꎬ φ１′:(Ｐꎬλ) → (Ｑꎬ
π) 是 ΩＩ 中态射ꎬ由 ΩＩ 的定义知 φ１ ∈ Ｉ ꎬ φ１′ ∈
Ｉ ꎬ所以 φ１ ＋ φ１′∈ Ｉ ꎬ又 φ１ꎬ φ１′为 ΩＲ 中的态射ꎬ
从而 φ１ ＋ φ１′ ∈ ΩＩ ꎮ (２) 设 φ１ ∈ ΩＩ ꎬ φ２ ∈
ｍｏｒΩＲ ꎬ φ３ ∈ ｍｏｒΩＲ ꎬ其中 φ１:(Ｐꎬλ) → (Ｑꎬ
π) ꎬ φ２:(Ｑꎬπ) →(Ｒꎬξ) ꎬ φ３:(Ｏꎬζ) →(Ｐꎬλ) ꎮ
所以有 φ１ ∈ Ｉ ꎬ φ２ ∈ ｍｏｒＲ ꎬ φ３ ∈ ｍｏｒＲ ꎬ从而

φ２φ１ ∈ Ｉ ꎬ φ１φ３ ∈ Ｉ ꎬ又 φ２φ１ꎬ φ１φ３ 为 ΩＲ 中的态

射ꎬ所以 φ２φ１ ∈ ΩＩ ꎬ φ１φ３ ∈ ΩＩ ꎮ 故如上定义的

ΩＩ 是 ΩＲ 的理想ꎮ
再证 Ｊ 是 Ｒ 的理想ꎬ这是因为:(１) ψ１:Ｐ →

Ｑ ꎬ ψ１′:Ｐ → Ｑ 是 Ｊ 中态射ꎬ则可以诱导出范畴

ΩＲ 中 的 态 射 ψ１ꎬ ψ１′ ꎬ 其 中 ψ１: Ｐꎬ１Ｐ( ) →
Ｑꎬ１Ｑ( ) ꎬ ψ１′: Ｐꎬ１Ｐ( ) → Ｑꎬ１Ｑ( ) ꎮ 所以 ψ１ ∈

ΩＪ ꎬ ψ１′ ∈ ΩＪ ꎬ从而 ψ１ ＋ ψ１′ ∈ ΩＪ ꎬ即 ψ１ ＋

０１６
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ψ１′ ∈ Ｊ ꎮ (２) 设 ψ１ ∈ Ｊ ꎬ ψ２ ∈ ｍｏｒＲ ꎬ ψ３ ∈
ｍｏｒＲ ꎬ其中 ψ１:Ｐ → Ｑ ꎬ ψ２:Ｑ → Ｒ ꎬ ψ３:Ｏ → Ｐ ꎬ
则可以诱导出范畴 ΩＲ 中的态射 ψ２ꎬ ψ３ꎬ其中

ψ２: Ｑꎬ１Ｑ( ) → Ｒꎬ１Ｒ( ) ꎬ ψ３: Ｏꎬ１Ｏ( ) → Ｐꎬ１Ｐ( ) ꎮ
所以 ψ２ ∈ ΩＪ ꎬ ψ３ ∈ ΩＪ ꎬ从而 ψ２ψ１ ∈ ΩＪ ꎬ
ψ１ψ３ ∈ΩＪ ꎬ即 ψ２ψ１ ∈ Ｊ ꎬ ψ１ψ３ ∈ Ｊ ꎮ 故如上定

义的 Ｊ 是 Ｒ 的理想ꎮ

３　 推出范畴的理想

拉回与推出ꎬ又称为纤维积与纤维余积ꎬ是范

畴论中两个重要的对偶概念ꎮ 文[７]将推出提升

至范畴的层面ꎬ定义了推出范畴ꎬ并给出一系列的

结论ꎮ 本节讨论推出范畴 Ｒｏ 的理想与范畴 Ｒ 的

理想之间的关系ꎮ
先给出推出、推出范畴的定义ꎬ具体参见文

[７]ꎮ
定义３.１ ７[ ] 设 Ｒ 是范畴ꎬ Ｐ０ ∈ ｏｂＲ ꎬ Ｐ１ ∈

ｏｂＲ ꎬ Ｐ２ ∈ｏｂＲ ꎬ ｌｉ ∈ＨｏｍＲ(Ｐ ０ꎬＰ ｉ) ( ｉ ＝ １ꎬ２)ꎬ
若对 Ｒ 中对象 Ｐ０′ 及 Ｒ 中态射 ｌｉ:Ｐ ｉ → Ｐ０′ ( ｉ ＝
１ꎬ２)有 ｌ１′ｌ１ ＝ ｌ２′ｌ２ꎻ且对 Ｒ 中任意对象 Ｒ 及 Ｒ 中

任意态射 ｍｉ:Ｐ ｉ → Ｒ ( ｉ ＝ １ꎬ２)ꎬ若满足 ｍ１ ｌ１ ＝
ｍ２ ｌ２ꎬ则存在唯一的态射 ｎ 满足 ｍｉ ＝ ｎｌｉ′ ( ｉ ＝ １ꎬ
２)ꎮ 则称 Ｐ０′ꎬｌ１′ꎬｌ２′( ) 是态射对 ｌ１ꎬｌ２{ } 的推

出ꎬ记为 Ｐ０ꎬｌ１ꎬｌ２ꎻＰ０′ꎬｌ１′ꎬｌ２′( ) ꎮ
定义３.２ ７[ ] 设 Ｒ 是范畴ꎬ (Ｐ０ꎬｌ１ꎬｌ２ꎻＰ０′ꎬｌ１′ꎬ

ｌ２′) 和 (Ｑ０ꎬｍ１ꎬｍ２ꎻＱ０′ꎬｍ１′ꎬｍ２′) 是 Ｒ 中的两个

推出ꎬ 从 (Ｐ０ꎬｌ１ꎬｌ２ꎻＰ０′ꎬｌ１′ꎬｌ２′) 到 (Ｑ０ꎬｍ１ꎬｍ２ꎻ
Ｑ０′ꎬｍ１′ꎬｍ２′) 的 推 出 态 射 是 指 λｏ ＝
λ０ꎬλ１ꎬλ２ꎻλ０′{ } ꎮ 其中 λ ｉ ∈ＨｏｍＲ Ｐ ｉꎬＱｉ( ) ( ｉ ＝

０ꎬ１ꎬ２)ꎬ λ０′∈ＨｏｍＲ(Ｐ ０′ꎬＱ０′) 满足 ｌｉλ ｉ ＝ λ０ｍｉ ꎬ
λ ｉｍｉ′ ＝ ｌｉλ０′ ( ｉ ＝ １ꎬ２)ꎮ

定义３.３ ７[ ] 设 Ｒ 是范畴ꎬ Ｒ 的推出范畴 Ｒｏ

是以 Ｒ 中的推出为对象ꎬ推出态射为态射构成的

范畴ꎮ
引理３.４ ７[ ] 设Ｒ 为加法范畴ꎬ则推出范畴Ｒｏ

是加法范畴ꎮ
下面给出推出范畴 Ｒｏ 的理想与范畴 Ｒ 的理

想之间的关系ꎬ即

定理 ３.５　 设 Ｒ 是加法范畴ꎬ Ｉ 是 Ｒ 的理想ꎬ
λｏ ＝ λ０ꎬλ１ꎬλ２ꎻλ０′{ } 为Ｒｏ 中态射ꎮ 对Ｒ 中态射

ａ ꎬ若 λ０′ａ ∈ Ｉ 有 λ０′ ∈ Ｉ ꎬ 则 Ｉｏ ＝ {λｏ ＝
λ０ꎬλ１ꎬλ２ꎻλ０′{ } ∈ ｍｏｒＲｏ ｜ λ０ꎬλ１ꎬλ２ ∈ Ｉ} 是 Ｒｏ

的理想ꎮ
证明 首先说明若 λ０ ∈ Ｉ ꎬ λ１ ∈ Ｉ ꎬ λ２ ∈ Ｉ ꎬ则

诱导 的 态 射 λ０′ ∈ Ｉ ꎮ 这 是 因 为ꎬ 由 λｏ ＝
λ０ꎬλ１ꎬλ２ꎻλ０′{ } 为 Ｒｏ 中态射知 λ０′ｌ１′ ＝ ｍ１′λ１ꎬ

又 λ１ ∈ Ｉ ꎬ所以 λ０′ｌ１′ ＝ ｌ１′λ１ ∈ Ｉ ꎬ再由定理的条

件得 λ０′ ∈ Ｉ ꎮ
接着证明 Ｉｏ 是 Ｒｏ 的理想ꎬ这是因为

(１)设 λｏ ∈ Ｉｏ ꎬ πｏ ∈ Ｉｏ ꎬ其中

λｏ: (Ｐ０ꎬｌ１ꎬｌ２ꎻＰ０′ꎬｌ１′ꎬｌ２′) → (Ｑ０ꎬｍ１ꎬｍ２ꎻ
Ｑ０′ꎬｍ１′ꎬｍ２′) ꎬ

πｏ: (Ｐ０ꎬｌ１ꎬｌ２ꎻＰ０′ꎬｌ１′ꎬｌ２′) → (Ｑ０ꎬｍ１ꎬｍ２ꎻ
Ｑ０′ꎬｍ１′ꎬｍ２′) ꎬ

λｏ ＝ {λ０ꎬλ１ꎬλ２ꎻλ０′} ꎬ πｏ ＝ {π０ꎬπ１ꎬπ２ꎻ
π０′} ꎬ由 Ｉｏ 的定义知 λ ｉ ∈ Ｉ ꎬ πｉ ∈ Ｉ ( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ２)
且在定理的条件下有 λ０′∈ Ｉ ꎬ π０′∈ Ｉ ꎬ因 Ｉ 是理

想ꎬ所以 λｉ ＋ πｉ ∈ Ｉ ꎬλ０′ ＋ π０′∈ Ｉ ( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ２)ꎬ故
λｏ ＋πｏ ＝ (λ０ ＋π０ꎬλ１ ＋π１ꎬλ２ ＋π２ꎻλ０′ ＋ π０′)∈ Ｉｏ .

(２) 设 λｏ ＝ λ０ꎬλ１ꎬλ２ꎻλ０′{ } ∈ Ｉｏ ꎬ ξｏ ＝
ξ０ꎬξ１ꎬξ２ꎻξ０′{ } ∈ ｍｏｒＲｏꎬ

ζｏ ＝ ζ０ꎬζ１ꎬζ２ꎻζ０′{ } ∈ ｍｏｒＲｏ ꎬ其中

λｏ: (Ｐ０ꎬｌ１ꎬｌ２ꎻＰ０′ꎬｌ１′ꎬｌ２′) → (Ｑ０ꎬｍ１ꎬｍ２ꎻＱ０′ꎬ
ｍ１′ꎬｍ２′) ꎬ

ξｏ:(Ｑ０ꎬｍ１ꎬｍ２ꎻＱ０′ꎬｍ１′ꎬｍ２′) →(Ｒ０ꎬｕ１ꎬｕ２ꎻＲ０′ꎬ
ｕ１′ꎬｕ２′) ꎬ

ζｏ:(Ｏ０ꎬｖ１ꎬｖ２ꎻＯ０′ꎬｖ１′ꎬｖ２′) → (Ｐ０ꎬｌ１ꎬｌ２ꎻＰ０′ꎬｌ１′ꎬ
ｌ２′) ꎮ

则 λｉ ∈ Ｉ ꎬ λ０′∈ Ｉ ꎬ ξｉ ∈ｍｏｒＲ ꎬ ζｉ ∈ｍｏｒＲ ꎬ
ξ０′∈ｍｏｒＲ ꎬ ζ０′∈ｍｏｒＲ ( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ２)ꎬ由 Ｉ是Ｒ 的

理想得 ξｉλｉ ∈ Ｉ ꎬ λｉζｉ ∈ Ｉ ꎬ ξ０′λ０′ ∈ Ｉ ꎬ λ０′ζ０′ ∈ Ｉ
(ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ２)ꎬ所以

ξｏλｏ ＝ (ξ０λ０ꎬξ１λ１ꎬξ２λ２ꎻξ０′λ０′) ∈ Ｉｏ ꎬ λｏζｏ ＝
(λ０ζ０ꎬλ１ζ１ꎬλ２ζ２ꎻλ０′ζ０′) ∈ Ｉｏ ꎮ

故如上定义的 Ｉｏ 是Ｒｏ 的理想ꎮ
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